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Vorbemerkung

Das Grundgeriist der Analysis sind die reellen Zahlen. Ziel der Analysis ist es, auf
der Basis dieses Geriistes mathematische Objekte wie z.B. Mengen, Abbildungen und
Funktionen anhand ihrer lokalen und globalen Eigenschaften zu beschreiben.

Eine wesentliche Motivation fiir das Studium solcher Objektklassen ergibt sich aus
der mathematischen Modellierung von Phanomenen und Problemstellungen in Natur,
Technik und Okonomie. Der Modellierungsprozess liefert eine Ubersetzung fundamentaler
Prinzipien in die Sprache der Mathematik und fiithrt somit zu Charakterisierungen von
mathematischen Objekten vermoge dieser Prinzipien (z.B. als Losungen von Bewegungs-
gleichungen auf der Basis von Naturgesetzen).

Relevante lokale Objekteigenschaften sind z.B. Anderungsraten, Steigungen und
Kriimmungen, wahrend man sich global fiir Volumeninhalte, Oberflachenmafle, Er-
haltungssiatze und die Optimierung von Zielgrofien (z.B. maximaler Ertrag, minimaler
Energieaufwand) interessiert.

In der Schule lernt man bereits die Differentiation und Integration als Werkzeuge
zur Bestimmung lokaler und globaler Eigenschaften einer Funktion kennen. Mit dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erkundet man dort auch bereits einen
grundlegenden Zusammenhang zwischen Lokalitdt und Globalitdt. Das Studium solcher
Zusammenhange nimmt innerhalb der Analysis eine herausragende Rolle ein.

Die Basis fiir alle Untersuchungen der Analysis ist der Grenzwertbegriff.

Inhalt der Vorlesung Analysis 1:
o Zahlbereiche
» Folgen und Reihen

o Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit von Funktionen einer Variablen

Ausblick: Inhalt weiterfiihrender Veranstaltungen zur Analysis ist u.a. die Integral-
und Differentialrechnung in mehreren reellen und komplexen Variablen (Analysis 2,
Hohere Analysis), gewohnliche und partielle Differentialgleichungen sowie die Analysis in
unendlich dimensionalen Vektorrdumen (Lineare und nichtlineare Funktionalanalysis).
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1. Aussagen, Mengen und Abbildungen

1.1. Aussagenlogik

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde (Satz oder Formel) oder eine Symbolkette,
welcher einer der Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f) zugeordnet werden kann.
Beispiele: (i) ,,9 ist eine Primzahl.* (ii) , Die Goethe-Universitat wurde im Jahr 1914
gegriindet.“ Die Aussage (i) ist falsch, die Aussage (ii) ist wahr.

Der Wahrheitswert einer Aussage ist oft nicht bekannt. Beispiel: ,,In vier Wochen
schneit es.”

Der Wahrheitswert einer Aussage ist aber stets objektiv. In der Aussage , Frankfurt ist
die schonste Stadt Deutschlands.“ muss die FEigenschaft ,Schonheit“ eine klar definierte
Bedeutung besitzen, damit man dieser Aussage einen Wahrheitswert zuordnen kann.

Durch elementare logische Operationen kann man aus gegebenen Aussagen neue
Aussagen gewinnen, fiir deren Wahrheitswert plausible Regeln gelten. Diese Operationen
kann man als Abbildungen verstehen, die die Werte w und f annehmen kénnen. Um das
zu erkldren mogen im Folgenden A und B fiir Aussagen stehen.

Negation
A || nicht A
f w
w f
Kurzschreibweise: = A fir ,nicht A“
»und/oder*
A|B| Aund B | A oder B | entweder A oder B
fir f f f
w| f / w w
flw f w w
w | w w w f

Kurzschreibweisen: A A B fir A und B, AV B fiir A oder B. ,entweder A
oder B* kann man definieren als (A A —B)V (mA A B).

Implikation Wir betrachten die Aussage ,aus A folgt B“. Andere Sprechweisen dafiir
sind: ,A impliziert B“, ,wenn A, dann B*“, ,A ist hinreichend fur B“, , B ist
notwendig fiir A“. Kurzschreibweise: A = B oder gleichbedeutend B < A.



A|B|A=DB
fr w
w | f S
flw w
w | w w

Aus einer falschen Aussage lasst sich also ,alles” folgern!

Als Umkehrung einer Aussage der Form (A = B) bezeichnet man die Aussage

(B=A).
Aquivalenz Wir definieren A < B als (A = B) A (B = A) und sagen ,, A ist dquivalent
zu B “
A|B|A=B|A<B|A& B
flf w w w
w | f f w f
flwl] w S S
w | w w w w

Zusammengesetzte Ausdriicke Bei Zusammensetzungen verwendet man Klammern.
Zur Vermeidung einiger Klammern legt eine Konvention die Reihenfolge —, A, V in
abnehmender Bindungsstérke fest. Die Symbole =, <=, < binden noch schwécher
und haben unter sich keine Reihenfolge. Im Zweifelsfall ist es besser, Klammern zu
setzen!

Statt (=A) A (—B) kénnen wir also zum Beispiel =A A =B schreiben, und statt
(AANB)V (C A D) kénnen wir AA BV C A D schreiben.

Tautologien und Umformungen Ein logischer Ausdruck, der unabhéngig von den Wahr-
heitswerten seiner Teilaussagen immer den Wert w besitzt, heiffit Tautologie. Zum
Beispiel sind die folgenden Ausdriicke Tautologien: —=(=A) < A, =(AV B) &
—“AN-B, 7(ANB) < -AV —B. Dies zeigt man zum Beispiel fiir die letzte mit
einer Wertetabelle fiir die Teilausdriicke wie folgt:

A|B|-A|-B|AAB —|(A/\B) -AvV-B —\(A/\B)<:>—|A\/—|B
flfl w| w f w w w
wl| fl f | w f w w w
flwl| w | f f w w w
wiwl{ f| f] w f f w

Solche tautologischen Aquivalenzen kann man als Umformungen verwenden und
verketten, zum Beispiel wie folgt: -(AABVC) < =(AAB)A-C < (mAV-B)A=C.

Die Tautologien AN B < BAAund AV B < BV A zeigen die ,Kommutativitat®
von A und V.

Die Tautologien (AANB)ANC < AAN(BAC)und (AVB)VC < AV (BVC)
zeigen die ,, Assoziativitdt® von A und V. Daher sind Ausdriicke der Art AN BAC
und AV BV C sinnvoll.



Die Tautologien AA(BVC) < ANBVAAC und AV(BAC) < (AVB)A(AVCO)
sind die ,,Distributivgesetze“ der Logik.

Andere wichtige Tautologien sind:

(1.1) (A= B)& -AVB

(1.2) (A= B) & (-B = —-A)
(1.3) (A= B)< AN-B
(1.4) (A= B)AN(B=C)= (A= ()

(bei der letzten gilt nicht die Aquivalenz!).

Quantoren Hier wird der Wertebereich von mathematischen Groen festgelegt, auf die
sich nachfolgende Aussagen bezichen.

Kurzschreibweise ‘ Bedeutung

v Hfr alle”
= »es existiert ein®
3! »es existiert genau ein“

Bei der Negation eines Ausdrucks werden die Quantoren V und 3 wechselseitig
durch den anderen ersetzt. Als Beispiel betrachten wir die Aussage A: ,Es existiert
ein z € R mit z* < 0 (kurz: 3z € R: 22 < 0). Thre Negation ist demnach in
Kurzschreibweise Vo € R: 22 > 0, d.h. fiir alle z € R ist 22 > 0.

Weiteres Beispiel: A: ,,Wer nicht regelméafig iibt, wird niemals eine Klausur bestehen*
(kurz: Vz: -Uz = —Kuz. Hier steht x fir Personen, Uz fur die Aussage ,x iibt
regelméBig®, und Kz steht fiir die Aussage ,,z besteht eine Klausur®). Die Negation
von A ist dann dx: ~Ux A Kz, d.h. ,es existiert eine Person, welche gar nicht oder
unregelméaflig iibt, aber trotzdem mindestens eine Klausur bestehen wird*.

In der Logik miissen Quantoren vor die Aussage gesetzt werden, auf die sie sich
beziehen. In der Analysis neigt man allerdings dazu, den Quantor V (,,fiir alle®) der
Aussage nachzustellen, da dies zur besseren Lesbarkeit langerer Sétze beitragt.

Es kommt entscheidend auf die Reihenfolge der Quantoren an, wie man
an folgenden - nicht dquivalenten - Aussagen sieht: Fiir jede Person existiert
ein Tag im Jahr, an dem sie Geburtstag hat* (Dies ist wahr). ,Es existiert ein Tag
im Jahr, an dem jede Person Geburtstag hat“ (Dies ist falsch).

Satze und Beweise Ein mathematischer Satz ist eine logische Verkniipfung spezifi-
scher Aussagen, so dass der Gesamtausdruck immer wahr ist, unabhéingig vom
Wabhrheitsgehalt der Teilaussagen. Der Unterschied zu einer Tautologie ist, dass
beim allgemeinen mathematischen Satz einerseits Quantoren erlaubt sind und
dass andererseits in der Regel fiir die Teilaussagen nur eingeschrankte Ausdriicke
eingesetzt werden diirfen. Eine Tautologie ist somit ein mathematischer Satz ohne
Quantoren und ohne Einschrankungen an die Gestalt der Teilaussagen.



Oft haben mathematische Satze die Form A = B, oder sie lassen sich darauf
zuriickfithren. Man nennt dann A die Voraussetzung(en) und B die Behauptung
bzw. Folgerung.

Beispiel-Satz: Sei x € R derart, dass x < y gilt fir alle y € R mit y > 0. Dann ist
x <0. Formal: Vx e R: (Vy e R: y>0=2<y)= (z <0).

Zum Beweis eines Satzes gibt es verschiedene Strategien:

Direkter Beweis Fiir einen Satz der Form A = B zeigt man eine Kette von
Schlussfolgerungen in der Art A = A; = Ay = ... A, = B, wobei jeder
Teilabschnitt ,offenbar® wahr ist. Da ;= nicht assoziativ ist, ergibt so eine
Verkettung eigentlich keinen Sinn. Sie ist zu verstehen als Kurzschreibweise
fir (A= A1) A (A1 = A) A (A = A3) A--- AN (A, = B), wobei jede der
Teilimplikationen ,offenbar® wahr ist. Induktiv liefert die Tautologie (1.4)
dann, dass A = B immer wahr ist.

Beweis durch Kontraposition Fiir einen Satz der Form A = B zeigt man direkt
die wegen (1.2) dquivalente Aussage =B = —A.

Indirekter Beweis (Widerspruchsbeweis) Man nimmt an, dass die Aussage des
Satzes falsch ist, d.h. dass die Negation (das Gegenteil) der Aussage wahr
ist, und leitet daraus einen Widerspruch, d.h. eine bekanntermafien falsche
Aussage her. Das zeigt dann, dass die Annahme falsch ist, dass also die Aussage
wahr sein muss.

Fiir den obigen Beispiel-Satz geben wir nun einen indirekten

Beweis. Angenommen, 3z € R: (Vy € R: y > 0= 2 < y) A (z > 0) (siche
dazu (1.3)). Sei also ein z € R so gewdhlt, dass z < y fiir alle positiven y € R
gilt, und so dass x > 0 gilt. Dann ist x/2 positiv und daher (nimm y = x/2)
r<z/2& 2 <z x<0,im Widerspruch dazu, dass x positiv ist ¥! (¢
steht fir ,Widerspruch®.) Die Annahme ist also falsch und der Satz damit
bewiesen. O

Viele Satze haben eine komplexere Struktur als A = B, z.B. ,,genau eins von
Ay, Ag,..., A, ist wahr® (Alternative) oder ,die Aussagen A;, As,..., A, sind
aquivalent”. Um Letzteres zu zeigen reicht es, einen ,Zirkelschluss“ A; = A, =
- = A, = A; durchzuftihren.

Wir bringen noch zwei weitere Beispiele zu diesen Begriffen.

(a) Satz: Unter der Voraussetzung, dass manche Psychologinnen Freud bewundern und
dass manche Psychologinnen keine Person mogen, die Freud bewundert, behaupten
wir, dass manche Psychologinnen nicht von allen Psychologinnen gemocht werden.
,2Manche“ steht hier fiir die Existenz mindestens einer Person. Es konnte auch genau
eine Person sein, obwohl wir den Plural verwenden. Wir formalisieren: x, v, z stehen
fiir Personen, Px ist die Aussage, dass = eine Psychologin ist, F'z ist die Aussage,



dass x Freud bewundert, und Maxy ist die Aussage, dass x y mag. Dann ist die
Aussage des Satzes formal:

(Jz: Px A Fx) A (Jz: P A (Vy: Fy = -Muzy))
= Jz: Px A —~(Vy: Py = Myxz).

Wir beweisen den Schluss zunéchst formal: Zunédchst bemerken wir, dass es geniigt,
aus den Voraussetzungen die dquivalente Behauptung Jz: Pz A (Jy: Py A -Myx)
bzw.

(1.5) Jz3y: Px A Py A ~Myx

herzuleiten. Sei x so, dass (i) Pz und (ii) Fx gelten, und sei y so, dass (iii)
Py und (iv) Vz: Fz = —Myz gelten. Diese Auswahlen konnen wir nach den
Voraussetzungen treffen.
(ii),(iv) z:=z (1), (iii)
= - Myx = Px AN PyAN-Myzx.

Somit haben wir (1.5) gezeigt. Sprachlicher Beweis: Sei x eine Psychologin, die
Freud bewundert, und sei y eine Psychologin, die keine Person mag, die Freud
bewundert. Da z Freud bewundert, mag y x nicht. Da y eine Psychologin ist,

mogen nicht alle Psychologinnen z. Da x Psychologin ist, werden also manche
Psychologinnen nicht von allen Psychologinnen gemocht.

(b) Manchmal kann eine behauptete Schlussfolgerung durch ein Gegenbeispiel widerlegt
werden: Die Frage, ob daraus, dass manche verriickte Personen Whisky trinken,
aber manche Studenten keinen Whisky trinken, folgt, dass manche Studenten nicht
verriickt sind, kann man verneinen: Wenn die Grundmenge aller Personen nur
aus den zwei Personen a und b besteht, die beide verriickt sind, wo aber nur a
Whisky trinkt und nur b Student ist, dann sind die Voraussetzungen erfiillt, aber
die Behauptung ist nicht wahr.

Wir haben also mit dem Gegenbeispiel gezeigt, dass die entsprechende formalisierte
Aussage
(Jz: Ve AWx) A (Fz: Sz A=Wzx) = 3z: Sx A=Vz

falsch ist.

1.2. Mengen

Wir verzichten auf eine prézise Einfiihrung in die Mengenlehre (siehe dazu z. B. Ebbing-
haus et al, Zahlen, Kap. 13) und erinnern nur an die wichtigsten Bezeichnungen.

(a) @ bezeichnet die leere Menge.

(b) Aussagen iiber Mengen und Elemente:
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Schreibweise ‘ Bedeutung

reM x ist Element der Menge M

r¢ M x ist nicht Element der Menge M

LCM L ist Teilmenge von M, d.h. Vz: (r € L = x € M) bzw. Va €
L:xe M

L=M LCMund M CL

(c) Sei M eine Menge.
e Fir L, N C M setzen wir:

LUN:={x€ M|x € Loderze N}
LNN:={zxe M|z &€ Lundx € N}
INN:={zeM|rzeLundz ¢ N}

Hier und im Folgenden bedeutet := immer, dass es sich um eine Definition
handelt.

o Allgemeiner: Ist I eine beliebige Indexmenge, und sind M;,7 € I Teilmengen
von M, so setzen wir

UMZ' = {2z € M | es existiert ein ¢ € [ mit x € M;}
i€l
={xeM|xe M, fireiniec I}

(\M; = {x € M|z € M, fiir alle i € I}

i€l
« Die Potenzmenge P(M) von M ist die Menge aller Teilmengen von M. Beispiel:

Ist M ={1,2}, s0oist P(M) = {2, {1},{2},{1,2}}.
o Wir setzen
M= Anzahl der Elemente von M, falls M endlich;
" ] oo, falls M unendlich (d.h. nicht endlich).

Vorsicht: Diese Definition verlangt, dass wir bereits wissen, was eine endliche Menge
ist. Wir haben dies bisher nicht definiert und setzen ein intuitives Verstandnis des
Endlichkeitsbegriffes voraus.

(d) Fiir beliebige Mengen L, M ist das kartesische Produkt L x M definiert als die
Menge aller (geordneten) Paare (x,y) mit z € L und y € M.
Beispiel: N x N = {(z,y) | z,y € N}. Beachte, dass z.B. (1,2),(2,1) € N x N und
(1,2) # (2,1).

(e) Mengen konnen andere Mengen als Elemente enthalten (Beispiel Potenzmenge). Es
gibt aber keine ,Menge aller Mengen“, und auch keine ,Menge aller Mengen, die
sich nicht selbst enthalten®.

Beachte auch, dass z.B. 1 € {1,2}, aber 1 ¢ {{1},2}.
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1.3. Abbildungen

Im Folgenden seien stets L, M Mengen.

Definition und Graph Eine Abbildung f: L — M ordnet jedem Element z € L ein
Element f(xz) € M zu. Man schreibt auch kurz z — f(x), wenn L und M bekannt
sind.

f ist eindeutig bestimmt durch den Graphen

Graph(f) :={(z,y) € Lx M |y = f(z)} € L x M.

Man nennt
o L den Definitionsbereich von f,
e M den Wertebereich von f.
Fir A C L, B C M sei ferner

e f(A)={f(x) |z €A} ={ye M |3x € A: f(x) =y} das Bild von A unter
f
e f7YB)={zeL|f(z)e B} das Urbild von B unter f.

Beispiel: Fiir die Abbildung f: R — R, f(z) = 2? gilt:

f(0.1)) =1[0,1]  und  f7([0,1]) = [-1,1].

Wir zeigen, wie sich Inklusionen unter Abbildung und Urbild verhalten. Zuerst
behaupten wir fir C C D C M:

(1.6) F1(0) € £(D).

Zum Beweis sei x € f~}(C). Nach Definition von f~1(C) folgt f(x) € C. Wegen
C C Dgilt also f(x) € D und somit z € f~1(D). Weil z € f~1(C) beliebig gewahlt
war, folgt (1.6).

Als néachstes zeigen wir fuir A C B C L

(1.7) f(A) € f(B).

Sei dazu y € f(A). Nach Definition von f(A) existiert x € A so dass y = f(x) gilt.
Wegen A C B, ist auch z € B und daher y = f(z) € f(B). Day € f(A) beliebig
gewdhlt war, folgt f(A) C f(B).

In der Definition von allgemeinen Vereinigungen und Schnitten von Mengen haben
wir eine Familie indizierter Teilmengen {M; |i € I} verwendet. Mit dem Abbil-
dungsbegriff kénnen wir ¢ — M; als eine Abbildung I — P(M) auffassen.

Injektivitat und Surjektivitdat Eine Abbildung f: L — M heift
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o injektiv, falls fir alle z,y € L gilt:  z #y = f(z) # f(y)
o surjektiv, falls f(L) = M.
o bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel: Die Abbildung

[TR—=R, f(zr) =2 ist bijektiv.

fN=>N, f(z) =2z ist injektiv, nicht surjektiv.
fR=R, flz)=2° -2 ist surjektiv, nicht injektiv.
f:R—=R, f(z)=2" ist weder injektiv noch surjektiv.

Komposition von Abbildungen Ist N eine weitere Menge und sind f: L — M, g: M —
N Abbildungen, so ist die Abbildung go f: L — N definiert durch

(go f)(x) :=g(f(x))  firze L.

Beispiel: f,g: R - R, f(z) =2 —1, g(r) = 2% Dann ist h :== go f: R — R
gegeben durch h(z) = (z —1)2 = 2% — 2z + 1 fir v € R.

Die Umkehrabbildung Wir zeigen: Genau dann ist f: L. — M bijektiv, wenn eine
Abbildung g: M — L existiert mit f o g =idy; und g o f = idy, wobei

idy: L — L, x— x, idy: M — M, y—y

die identischen Abbildungen auf L bzw. M seien.

Beweis. ,<=*“: Wir nehmen an, dass eine Abbildung g mit diesen Eigenschaften
existiert. Dann gilt fir x,y € L mit z # y: g(f(x)) =idp(z) =z # y =id.(y) =
g(f(y)), also f(z) # f(y). Es folgt, dass f injektiv ist. Ferner ist f(L) = M: Die
Enthaltung ,C* ist trivial (d.h. es folgt unmittelbar aus der Definition), und die
Enthaltung , D¢ sieht man wie folgt: Sei y € M. Dann ist y = f(g(y)) € f(L). Es
folgt, dass f surjektiv ist. Insgesamt folgt die Bijektivitat von f.

,=: Sei nun f bijektiv. Dann besteht fiir alle y € M das Urbild f~!'({y}) aus
genau einem Element x,. Definiere g: M — L durch ¢(y) = x,. Dann hat ¢ die
gewiinschten Eigenschaften. ]

Der Beweis von ,,= zeigt, dass es im Falle der Existenz nur eine Abb. g mit den
genannten Eigenschaften geben kann. Wir nennen g die zu f inverse Abbildung,
und schreiben f~! anstelle von g.
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2. Die reellen Zahlen

Wir werden die Menge R der reellen Zahlen als gegeben nehmen und die Axiome behandeln,
durch die sie eindeutig festgelegt ist. Die Konstruktion von R ist langwierig, wenn man
nur von den Axiomen der Mengenlehre ausgeht. Ein System von Aziomen ist eine nicht
widerspriichliche, minimale Sammlung von grundlegenden Aussagen (Axiomen), die als
wahr angenommen werden. Minimal heif3t hier, dass keine Teile von Axiomen aus den
anderen Axiomen ableitbar sind.

Definition 2.1. Ein Korper K ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen
+, -t AxK—>K
und zwei verschiedenen Elementen 0,1 € K, so dass Folgendes gilt:

(K1) Assoziativgesetze: (r+y)+z=2+ (y+2) und (z-y)-z=xz-(y- 2) fir alle
x,y,z € K.

(K2) Kommutativgesetze: v +y =y + 2z und z -y =y -z fir alle z,y € K.
(K3) x+0=zund x-1 =z fir alle z € K.

(K4) Existenz inverser Elemente: Fiir jedes € K existiert ein 1 € K mit z+x; = 0.
Fiir jedes x € K \ {0} existiert ein zo€ K \ {0} mit z - x5 = 1.

(K5) Distributivgesetz: (x +y)-z=x-2z+y-z fur alle x,y,z € K.
Man nennt 0 das Nullelement und 1 das Finselement von K.
Bemerkungen 2.2. Sei K ein Korper.
(a) Die Elemente z1 und x5 in (K4) heiflen additives Inverses von x und multiplikatives

Inverses von x. Es ist leicht zu zeigen, dass diese Elemente fiir festes x eindeutig

bestimmt sind. Man bezeichnet sie mit —z und 1.

(b) Das Multiplikationssymbol - wird meistens weggelassen.

(c) Weitere Rechenregeln, die aus den Korperaxiomen folgen: fiir z,y € K gelten:

(i)  x-0=0 (insbesondere hat 0 kein multiplikatives Inverses, und ! # 0 fiir
x #0)
(i) —z=(-1)-=x.
(ili) x-y=0< 2 =0odery=0.
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(iv)  —(z+y)=(=2)+(-y)
(v) (z-y)t=zt-y ! falls z,y € K\{0}.
(vi) —(—z)==x, und(z 1) l=uzx, fallsz e K\ {0}

(d) Wir definieren z —y := 2+ (—y) fir 2,y € K und § := ry thirr e K,y e K\{0}.

Definition 2.3. Wir nennen eine Teilmenge K eines Korpers K anordnungserzeugend,
falls gelten:

(A1) Fiir jedes z € K gilt genau eine der drei Aussagen © € K+, x =0 oder —x € K.
(A2) Sind z,y € KT, so sind auch x +y,z -y € K.

Ein Korper K mit einer fest gewahlten, anordnungserzeugenden Teilmenge K heif3t
angeordneter Korper. Wir schreiben dann fir z,y € K:

e x>y, fallsx —y € KT,

e x>y, fallsz —y e K+ U{0};
e x <y, fallsy > z;

o x <y, fallsy > z.

Satz 2.4. Sei K ein angeordneter Korper. Dann ist z* := x - x > 0 fiir alle x € K\{0}.
Insbesondere ist 1 =1-1> 0.

Beweis. Sei x € K\{0}.

(

1Fall: 2>0% 4. 2>0.

2.Fall: Mit den Regeln (c)(vi) und (c)(ii) aus Bemerkungen 2.2 folgt aus = < 0:
r-rx=x(—(-x)=z-(-1) (—z) = (—x) - (—z) > 0. O

Lemma 2.5. Sei K ein angeordneter Korper.
(a) Fir z,y € K gilt genau eine der drei Aussagen: x <y, x =y oder © > y.

(b) Fir z,y,z € K gilt:
(i) <y undy < z= x < z. Man schreibt dann auch kurz: v <y < z.
(i) zr<y=zr+z<y—+z.
(iii) z<yundz>0=>zz<yz. x<yund z < 0=z > yz.
(i) 0<z<y=0<, <,
)

(V) z=yex<yundzx>y.
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Beweis. (a) Seien z,y € K. Geméaf (Al) gilt genau eine der drei Aussagen:
y—xve€ KT, y—x =0, r—y=—(y—z)e K.
Daraus folgt direkt die Behauptung.
(b) (i) Ausz < yund y < z folgt y — 2,z —y € KT, geméfB (A2) also z — x =
(z—y)+ (y—x) € K. Es folgt = < z.
(i) Ausz <y folgt (y+2)—(r+2)=y—ze€ K, alsor+ 2z <y+ =z

(iii) Es gelte ¢ <y, dh. y —xz € Kt.Ist 2 > 0, d.h. z € K7, so folgt zy — zx =
z(y —x) € KT geméaf (A2), d.h. zz < zy. Ist 2 < 0, d.h. —z € K™, so folgt
gemaf (A2) dann zx — zy = (—2)(y — ) € KT, also zy < zz.

(iv) Vorbemerkung: Fiir x > 0 gilt auch ' > 0. Wire nimlich = < 0, so wiirde
mit (iii) auch 1 = x - 27! < 0 folgen. Dies widerspricht aber Satz 2.4! Aus

(%) O<z<y
folgt mit der Vorbemerkung = > 0 und y~! > 0. Multiplikation der Unglei-
chung (*) mit 27!y~ > 0 liefert gemaf (iii) also

0<aly o <oty ly, dh. 0<y'l<at

(v) Sei z =z —y. Dann gilt
y=xz < 2=0 £y ze KTU{0} A—2€ K" U{0}
— rz<yANz>y. U

Bemerkung 2.6. Aus den Rechenregeln erhilt man sofort die Regeln, um Briiche
abzuschétzen: Seien a,b € K, ¢,d € K \ {0} mit a < b, ¢ < d und ¢d > 0. Dann gelten:

g<l_7 falls ¢ > 0
c ¢
E>§ falls c < 0
c ¢
g>2 fallsa > 0
c d
2.8 falls a < 0.
c d

Um keine Fehler zu machen, sollte man immer nur entweder den Zéhler oder den Nenner
verdndern!

Im Folgenden sei 2 := 1+ 1. Aus Satz 2.4 und Lemma 2.5(b)(ii) folgt 2 > 1, und
zusammen mit (i) folgt 2 > 0.
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Satz 2.7 (Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel (GAM)).
Sei K ein angeordneter Korper und seien a,b € K. Dann gilt

a® + b?
b < .
W=7
Beweis.
2, 12
ab < a®+0b / P
2

& 2ab < a? + b2 /—2ab
& 0<a®—2ab+1?
<0< (a—0b)? Binomische Formel.

Die letzte Aussage ist wegen Satz 2.4 wahr. Somit ist auch die Behauptung wahr. [

Definition 2.8. Sei K ein angeordneter Kérper und M C K.

(a)

. obere Schranke von M, falls s > x fur alle x € M.
s € K heifit

untere Schranke von M, falls s < x fir alle x € M.

Eine obere bzw. untere Schranke s von M heifit Maximum bzw. Minimum von M,
falls s € M ist.

(b)

nach oben beschrinkt, falls es eine obere Schranke von M gibt

M heifit
nach unten beschrankt, falls es eine untere Schranke von M gibt.

(¢) M heiit beschrankt, falls M nach oben und nach unten beschrénkt ist.
Beispiel 2.9. Sei K ein angeordneter Korper und seien a,b € K mit a < b. Dann ist
la,b] :={x € K |a <z <b} beschrankt.
(a,b] :=={z € K |a <z < b} beschrankt.
la,b) :={z € K |a < x < b} beschrankt.
(a,b) :={z € K | a < x < b} beschrankt.
(—00,b] :={z € K |z < b} nach oben, aber nicht nach unten beschrénkt.
(—00,b) := {2z € K |z < b} nach oben, aber nicht nach unten beschrankt.

la,00) := {z € K | z > a} nach unten, aber nicht nach oben beschrankt.
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(a,00) :={x € K |z > a} nach unten, aber nicht nach oben beschrankt.

Insbesondere ist b eine obere Schranke und a eine untere Schranke der Mengen [a, b],
(a,b], [a,b) und (a,b). Exemplarisch zeigen wir, dass die Menge N := (—o0,b) nicht
nach unten beschrankt ist: Angenommen, N besafle eine unter Schranke s € R. Wegen
b—1<bistb—1€ N und somit s —1 <s<b—1<b. Es folgt s —1¢& N und somit
s < s— 1% Also ist N nicht nach unten beschrankt.

Diese Besipiele fithren uns auf folgende

Definition 2.10. Eine Teilmenge I eines angeordneten Korpers K heifit Intervall, falls
fiir alle z,y € I und z € K die Implikation

r<z<y=zel
gilt.
Alle Mengen in Beispiel 2.9 sind Intervalle.
Definition 2.11. Sei K ein angeordneter Korper und M C K.

(i) Eine obere Schranke s € K von M heifit Supremum von M, falls s < § fur alle
oberen Schranken § von M. Mit anderen Worten: s ist eine kleinste obere Schranke
von M.

(ii) Eine untere Schranke s € K von M heifit Infimum von M, falls s > § fiir alle

unteren Schranken § von M. Mit anderen Worten: s ist eine grofite untere Schranke
von M.

Bemerkung 2.12. Sei K ein angeordneter Korper und M C K.

(a) Im Falle der Existenz(!) ist das Maximum, Minimum, Supremum bzw. Infimum von
M wegen Lemma 2.5(b)(v) eindeutig bestimmt, und wir nennen diese Elemente
max M, min M, sup M bzw. inf M.

(b) Existiert max M, so ist max M offenbar die kleinste obere Schranke von M, d.h. in
diesem Fall gilt max M = sup M. Analoges gilt fiir min M und inf M.

Beispiel 2.13. Sei K ein angeordneter Korper.
(a) Fir M :={z € K |x < 0} gilt sup M = 0, und M besitzt kein Maximum.
(b) Fir N :={&& |z € K, z > 1} gilt

min N =inf N =1 und sup N = 2.

Ferner besitzt N kein Maximum.
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Beweis. (a) Vorbemerkung: Wegen 2 > 1 > 0 ist

1

(2.1) 0< 3 < 1.

Zunéachst ist 0 eine obere Schranke von M, da 0 > «x fir alle x € M. Ferner hat M
keine kleinere obere Schranke, denn fiir s € K mit s < 0ist s < § < 0 gema8 (2.1) und
Lemma 2.5(b)(iii). Also ist 5 € M und somit ist s keine obere Schranke von M. Es folgt
0 = sup M, und somit ist sup M ¢ M. Mit Bemerkung 2.12(b) folgt, dass max M nicht
existiert.

(b) Fir z € K, x> 1ist 1 +2 < 2z < 2(1 4 ) und somit 1 < £Z < 2; also folgt

(2.2) 1<t<2 firteN.

Somit ist 1 eine untere Schranke und 2 eine obere Schranke von N. Wegen 1 = 12+—11 eN
folgt min N = inf N = 1 gemaf Bemerkung 2.12(b). Wir zeigen nun, dass 2 die kleinste
obere Schranke von N ist. Angenommen, es gébe eine obere Schranke s < 2 von N. Dann
ist s > min N = 1. Betrachte t := *£2 € (5,2) und z := ;-. Wegen 2 >t > s > 1 ist

2 — ¢t > 0 und somit

Nun ist x so gewahlt, dass

2z
b= 1+
gilt und daher ¢ € N ist. Wegen ¢ > s ist s somit keine obere Schranke von N ¥! Es folgt
sup N = 2. Wegen (2.2) ist aber 2 ¢ N, somit besitzt N kein Maximum. O

Definition 2.14. Ein angeordneter Korper K heiflt vollstindig, falls gilt:

(V) Jede nichtleere und nach oben beschrankte Teilmenge von K besitzt ein Supremum
in K.

Satz 2.15 (Hauptsatz iber die Existenz von R). Es existiert ein vollstindiger an-
geordneter Korper R, dessen Struktur in folgender Weise eindeutig bestimmt ist: Ist
K ein weiterer vollstindiger angeordneter Korper, so existiert eine bijektive Abbildung

f: K — R mit

flx+y) = f(z)+ fy)
flx-y)=flx) fy) fiir alle z,y € K.
r<y= f(r) < f(y)

Beweis Ebbinghaus et. al., Zahlen, Kapitel 1.

Bemerkung 2.16. Den Korper R aus Satz 2.15 nennen wir den Korper der reellen
Zahlen. Er wird durch die Axiome (K1)-(K5), (A1), (A2) und (V) charakterisiert.

Satz 2.17. Sei M C R nach unten beschrdinkt und M # &. Dann existiert inf M.
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Beweis. Wir setzen —M = {—xz |z € M} C R. Dann gilt fir s € R:

s ist untere Schranke von M

Ss<zgfirallezec M
(2.3) & —s> —zfirallex e M

& —s>yfiralley e —M

& —5 ist obere Schranke von — M.

Insbesondere ist —M nach oben beschrankt, also existiert sup(—M) nach (V). Nun ist
sup(—M) die kleinste obere Schranke von —M. Wegen (2.3) ist dann —sup(—M) die
grofite untere Schranke von M. Folglich existiert inf M = — sup(—M). O

Bemerkung 2.18. Es ist iiblich, inf @ := oo und sup @ := —oo zu schreiben. Fir
Teilmengen M C R schreibt man ferner

e sup M := oo, falls M nicht nach oben beschrankt, und
o inf M := —o0, falls M nicht nach unten beschriankt.

Vorsicht: Hierbei handelt es sich nur um formale Schreibweisen, die Zahlen sup M und
inf M existieren in diesen Fallen nicht.
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3. Natiirliche Zahlen und vollstandige
Induktion

Bemerkung 3.1. Es ist naheliegend, die Menge N der natiirlichen Zahlen als Menge
der Zahlen
1, 2:=1+4+1, 3:=2+1, 4:=3+1, ... €R

zu definieren. Was aber bedeutet hier ... “? Dieses ,,unendliche Abzéhlen* werden wir
nun prazisieren.

Definition 3.2. Eine Menge M C R heifit induktiv, falls gilt:
(i)l1eM
(ii) Ist n € M, soist auchn+1€ M

Beispiel 3.3. Das Intervall [¢,00) C R ist induktiv, falls ¢ < 1.

Definition 3.4. Wir setzen

N:= ﬂ M = {zx € R |z ist Element jeder induktiven Teilmenge von R}
MCR
M induktiv
und nennen N die Menge der natiirlichen Zahlen. Wir setzen ferner Ny := N U {0}.
Bemerkung 3.5. N ist selbst induktiv, denn
(i) 1eN

(ii) Ist n € N, also n Element jeder induktiven Teilmenge von R, dann ist n+ 1 Element
jeder induktiven Teilmenge von R und daher n 4+ 1 € N.

Ferner ist N C [1, 00), da [1, 00) induktiv ist. Es folgt min N = 1. Des Weiteren gilt das
Induktionsprinzip:

Ist M C N und ist M induktiv, so ist M = N.

Als Folge dieses Prinzips kann man z.B. mathematische Objekte fiir alle n € N induktiv
definieren.

Definition 3.6. Fir n € N setzen wir
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. (aq, falls n =1
n—1
ar = =:a;+---+ay
; k Zak—i-an, falls n > 1 !
\ k=1
. (ay, falls n =1
n—1
ay = =a;----- (U,
;}:[1 g (H ak> Uy, falls n > 1 !
\ \p=1

wobei a € R fiir £ € N gegeben seien.

Beachte: Diese Symbole sind fiir eine induktive Teilmenge von N wohldefiniert, also
fiir ganz N.

(b) n!:=T[;_, k, und 0! = 1 (Fakultdt)

x, falls n =1
(c) firx € R: 2" := { 1 falls 1 > 2} =g z, und z° := 1 (n-te Potenz)
", alls n > ——

Satz 3.7 (Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion). Seien Aussagen A(n), n € N
derart gegeben, dass gilt:

(1IV)  A(1) ist wahr. (Induktionsverankerung)
(1S)  Ist A(n) wahr fir einn € N, so auch A(n+ 1). (Induktionsschritt)
Dann ist A(n) wahr fir alle n € N.

Beweis. Setze M :={n € N| A(n) wahr} C N. Gemaf (IV) ist 1 € M. Ferner gilt:

neM = A(n) wahr ) An+1) wahr = n+1€ M.
Es folgt, dass M induktiv ist und damit M = N. O]
Bemerkung 3.8 (Kurzschreibweisen). Man schreibt oft
»,n = 1 anstelle von ,Induktionsverankerung® (IV)
»n = n+ 1 anstelle von ,Induktionsschritt* (IS).

Die Annahme ,A(n) ist wahr* im Induktionsschritt nennt man die Induktionsannahme
(kurz: LA.).

Beispiel 3.9. Fir allen € Ngilt > k = n(n2+1)~

Beweis per Induktion. ,n = 1% Z}Czl k=1= 10t
(n+1) (n41)+2(n+1)

o= n o+ 1% Ziikzzzzlk—i—n—kl ! not fop 41 = sledi2erl) o

(r+1)(n+2) 0

15
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Satz 3.10. Fir alle k,n € N gilt:
(a) k+neN
(b) k-neN
(c) Istn >k, soistn—k € N.

Beweis. (a): Sei k € N fest. Per Induktion nach n zeigen wir:
k+neN firalleneN

,n =1 Da k € N und N induktiv ist, ist auch £+ 1 € N.

m=>n+1“k+(n+1)=k+n +1eN, da N induktiv.
Nnach .A
€ Nnach 1. A.

(b): Ubung
(c): Vorbemerkung: Die Menge M := {1} U {x € (1,00) | z — 1 € N} C R ist induktiv,
also N C M. Daraus folgt:

(3.1) n—1eN fir allen € N, n > 1.

Wir betrachten nun fiir £ € N die Aussage A(k): Fir allen € Nyn > k,ist n —k € N.
Zu zeigen ist, dass A(k) fiir alle £ € N wahr ist. Beweis per Induktion nach k:

ok = 1% Wahr gemaf (3.1).

ok = k+ 1% Sein € Nmit n > k+ 1. Dann ist n > k, also n — k € N nach
Induktionsannahme. Dabei ist n — k > 1, also wegen (3.1):

n—(k+1)=mn—-%k)—1€N

Korollar 3.11. Istn € N, so ist NN (n,n+ 1) = @.

Beweis. Ist k € N und k > n, so folgt k —n € N nach Satz 3.10(c), also k —n > 1 da
min N = 1 und somit £ > n + 1. Folglich ist NN (n,n + 1) = @. O

Satz 3.12 (Wohlordnungsprinzip fir N). Ist M C N und M # &, so existiert min M,
d.h. M besitzt ein kleinstes Element.

Beweis. Wegen @ # M C N und Satz 2.17 existiert ¢ := inf M > minN = 1. Nach
Definition des Infimums ist t+ 1 keine untere Schranke von M, d.h. es existiert n € M mit
n < t+ 1. Fir beliebiges m € M ist nun m > ¢, alsom+1>t+1 > n. Dam+1 € N ist,
folgt gemafl Korollar 3.11 nun m+1>n+1, d.h. m > n. Es folgt n =min M =t¢. O

Satz 3.13. N st nicht nach oben beschrankt.
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Beweis. Angenommen, N wére nach oben beschrankt. Dann existiert s := supN € R
wegen Axiom (V). Somit ist s — 1 keine obere Schranke von N, d.h. es existiert n € N
mit n > s — 1. Fir dieses n gilt dann n +1 € N und n 4+ 1 > s, im Widerspruch zu
s =supN. O

Korollar 3.14. Fir jedes € > 0 existiert n € N mit % <e.

Beweis. Angenommen, es gébe ein € > 0 mit £ < % fiir alle n € N. Dann folgt n < % fiir
alle n € N im Widerspruch zu Satz 3.13. n

Definition 3.15. Die Menge der ganzen Zahlen ist definiert durch Z := NU{0}U—N C R,
wobei —N := {—n | n € N} sei.

Satz 3.16. Seien k,n € Z. Dann gilt:
() k+neZ, k—-n€Z, k-nelk
(b) k—n €N, falls k >n
(c) ZN(nyn+1)=2
Beweis. Dies folgt leicht aus Satz 3.10 und Korollar 3.11 durch Fallunterscheidung. [

Korollar 3.17. Seing € Z und M :={n € Z|n > ny}. Dann ist die Abbildung
f*N— M, f(n)=n+ny—1
bijektiv.

Beweis. Offensichtlich ist f injektiv. Zur Surjektivitat: Sei m € M. Es folgt m + 1 > ny.
Satz 3.16(b) bedingt m+1—mny € N, wobei f(m+1—mng) = m. Dies liefert die Surjektivitat
von f. m

Definition 3.18 (in Ergdnzung zu Definition 3.6). (a) Fir 2 € R\{0} und n € Z,

n <0, sei 2" := (%)w

(b) Furn,m € Z, n < mund ay,, Gpi1, -+ ,am € R, sei
m m—n+1
E ag ‘= E Qftn—1 = ap + -+ A
k=n k=1
m m—n+1
Hak:: H Af4n—1 = Qp - " Am
k=n k=1

Satz 3.19 (Variante der vollsténdigen induktion). Sei ng € Z, und seien Aussagen
A(n),n € Z,n > ng gegeben mit:

(IV)  A(ng) ist wahr. (Induktionsverankerung)
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(IS) Ist A(n) wahr fir ein ein n € Z,n > ngy, so auch A(n+1). (Induktionsschritt)
Dann ist A(n) wahr fir alle n € Z,n > ny.

Beweis. Setze B(n) = A(f(n)) fur n € N, wobei f die Abbildung aus Korollar 3.17 sei.
Dann erfiillen die Aussagen B(n),n € N, die Voraussetzungen von Satz 3.7. Es folgt:
B(n) ist wahr fiir alle n € N. Da f bijektiv ist, ist somit auch A(n) wahr fiir alle n € Z
mit n > nyg. O

Satz 3.20. Firz € (—1,00)\{0} und n € N,n > 2 gilt:
(14+2)">1+nx (Bernoullische Ungleichung)

Beweis per Induktion. ,n=2% (1+x2)? =142z + 22 > 1+ 2z, da x # 0, also 2% > 0.

LA.
m=n+1% (1+2)" ™ =0+2)"(14+2) > (14+nzx)(1+2)=1+n+1)x+nz? >
14+ (n+1)x. O

Satz 3.21. Fira,b € R\ {0}, n,m € Z gilt:

(a) a™-a™ = a™t™

(b) a™-b™ = (a-b)"

(©) a)y =
Beweis. Dies folgt per Induktion (als Ubung empfohlen). O]
Satz 3.22. Fir a,b € R,n,m € N gilt:

(a) Sind a,b> 0, so gilt (a <b<a™ <b").

(by a>1,m>n = a" >a" > 1.

(c)0<a<l,m>n=0<a"<a"<l.

Beweis. (a): Zunachst liefert ein einfacher Induktionsbeweis, dass immer a" > 0 gilt.
Jetzt beweisen wir durch Induktion nach n:

,n = 1% trivial.

,n = n + 1% Sei zunidchst a < b. Per Induktionsannahme folgt a < b™. a™ > 0

LA.
liefert a"*' = a™-a < a™-b < b -b = b""!. Sei nun b < a. Dann folgt genauso
bt < @™, Ist schlieBlich b = a, so folgt b1 = g™,

(b) und (c) zur Ubung empfohlen. O
Definition 3.23 (Binomialkoeffizienten). Fir n € N, k € {0, ...,n} sei

(4)

Hierbei ist {0, ...,n} eine Kurzschreibweise fur {k € Z |0 < k < n}. Man schreibt auch
Sfur k= 0,...,n* anstelle von ,fiir k € {0,...,n}“
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Bemerkung 3.24. (a) Esgilt (}) = (") firn € N, k € {0,...,n}. Speziell erhélt

man (g>:(z>:1 o (T):Q:l):n fiir n € N.

(b) (n):WfﬁrnEN,kG{l,...,n}.

k k!

(¢) (}) ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge, ins-

besondere also eine natiirliche Zahl. Zum Beweis siehe z.B. O. Forster, Analysis I,
Seite 5.

Lemma 3.25. Firn e N k=1,...,n gilt

' () ()-C7)

(k i 1) * (Z) T 1)!(:;!— PR k!(nni P!

T (njl!/f+1)!<k+("_k+1)) T (fzn++11)—!/g)! B <n21>

O

Randbemerkung: Fine gute Merkhilfe zur Berechnung kleiner Binomialkoeffizienten ist
das Pascalsche Dreieck:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Satz 3.26 (Binomischer Lehrsatz). Fir a,b € R und n € N gilt:

n_ — (n n—kik _ — (n kpn—k
(a+0b)" = (k>a b —Z(k>ab
k=0 k=0

Beweis. Induktion nach n:

.
wn=1%
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Z) antikpk 4 Z (Z) QR
Z) ARk Z (k; i 1) Gk
— g) a4+ é KZ) + (k: 7j 1)} an kgl
1
— (n 3 1) L zn: (n;: 1) Ak (Z ) o+l

1 = 1

n+1
- Z (n - 1) a" iRy
k
k=0

Hier haben wir im vorletzten Schritt Lemma 3.25 verwendet.

R

n bn+1
n

I

+ +

—_ =
I

Korollar 3.27. Firn € N st

n n

3 (Z) =9  und Z(—l)k(Z) = 0.

k=0 k=0

Dies folgt aus Satz 3.26 durch Einsetzen der Zahlen a =1 und b =1 bzw. b= —1.
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4. Rationale Zahlen und n-te Wurzeln

Definition 4.1. Die Menge der rationalen Zahlen ist definiert durch
Q:= {ﬁ‘nEZ,mGN,m#O}QR.
m

Man tberpriift leicht, dass QQ ein angeordneter Korper mit der Addition und Multipli-
kation aus R und Qt := {r € Q| r > 0} ist. Wir werden in diesem Kapitel feststellen,
dass Q nicht vollstandig ist und sich somit von R unterscheidet. Wie die beiden folgenden
Satze zeigen, unterscheiden sich R und Q insbesondere bzgl. der Existenz von Wurzeln.

Satz 4.2. Es gibt kein r € Q mit r? = 2.

Beweis. Angenommen, es gibe r € Q mit r* = 2. Da r? = (—r)? ist, kdnnen wir ohne
Einschrankung r > 0 annehmen. Nach Satz 3.22 gilt 1 < r < 2. Wahle m € N minimal
mit mr € Z; dies geht wegen Satz 3.12. Sei p := m(r — 1). Wegen r — 1 € (0,1) ist dann
0 < p < m; ferner ist p = mr —m € Z. Somit ist p € N, wobei
2
pr=m(r—1)r=m(r*—r) :@/—@L
€L €7

ebenfalls eine ganze Zahl ist. Dies widerspricht der minimalen Wahl von m. 0

Satz 4.3 (Existenz n-ter Wurzeln in R). Seia € R,a > 0 und n € N. Dann ezistiert
genau ein x € R,z > 0 mit 2" = a. Wir schreiben © =: {/a und nennen x die n-te
Wurzel von a.

Beweis. Ohne Einschrankung sei @ > 0 und n > 2 (sonst ist die Behauptung klar).
Existenz: Sei M :={y € R|y > 0,y" < a}. Dann gilt:
« M 7£ @, da0e M.

Satz 3.22
e M ist nach oben beschréankt, denn firy € M gilt y <loderl <y < 9" <a.

Es folgt, dass max{1,a} eine obere Schranke von M ist.
Gemafl Axiom (V) existiert x = sup M € [0, c0). Behauptung: 2™ = a.

(i) Angenommen, z" > a. Dann ist > 0, und nach Korollar 3.14 existiert j € N mit
% < min{x M} Mit der Bernoullischen Ungleichung (Satz 3.20) erhélt man

) pgn—1

]' " n 1 " n n n nnfl
Tr— — =z"(1— — >zl —— )| =2" — —x >a
J Jx Jx J

und somit (x — %)” > y" fir alle y € M. Mit Satz 3.22 folgt x — % > y fir alle
y € M. Also ist :c—% eine obere Schranke von M, wobei x —% <z.¥y7uzx=supM.
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(ii) Angenommen, 2" < a. Nach Korollar 3.14 existiert j € N rmt < = Es

Zk 1( ):L‘" kK
folgt mit Satz 3.26
" < 1\* . 1\"
T+ - :Z ") gk -] =a"+ ") gk =
J k J k J
k=0 k=1
<
T M)t <2 4 (a— a7
< ; K x a—x a

Somit ist x + % € M, also ist = keine obere Schranke von M. ¥

Insgesamt haben wir 2" = a gezeigt, wie behauptet.
Eindeutigkeit: Fiir y, z € [0, 00) gilt nach Satz 3.22 (und wegen 0™ = 0):

y >z = Yy > 2"
Also existiert hochstens ein x € [0, 00) mit 2" = a. ]

Definition 4.4 (Rationale Potenzen). Fir a € (0,00),n € Z und m € N setzen wir
am := %/a". Dies ist wohldefiniert, denn: Seien n,k € Z, m, ¢ € N gegeben mit o= %
Zu zeigen ist

(4.1) Yar = Vak.

Dies ist klar, falls n = 0 und damit auch & = 0. Sei also nun n # 0,k # 0. Ohne
Einschréinkung konnen wir n,k € N annehmen, da a” = ()™ und ¢* = (1)7%. Es ist

(Vam )b = o = (Vak)" = (VaF)*, da nl = km. Da km € N, folgt nun (4.1) aus der
Eindeutigkeit der km-ten Wurzel (sieche Satz 4.3).

Satz 4.5. Fir a,b e (0,00), r,s € Q gilt:
(a) @™ = a’a’.
(b)
()
)

(d) Istr >0, so ist a < b genau dann, wenn a” < b".

(a")" =
(ab)" = a"b".

a” < a®, fallsa > 1,
a" >a’®, falls0<a<1.

(e)r<s:>{

Beweis. (a): Schreibe r = X, s = % mit m € N und n,k € Z, also r + s = %k Dann
gilt nach Satz 3.21:

(aras)m _ ( m/an)m( W)m — anak’ — an—i—k — (ar—l—s)m’ also a’a® = ar—&—s'
Der Rest verbleibt als Ubung. O
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Satz und Definition 4.6. Fir x € R existiert [x] := max{k € Z |k <z} € Z. Man
nennt [x] die Gaulklammer von x. Es gilt [v] < x < [x] + 1 fir alle x € R.

Beweis. Sei x € R und M := {k € Z | k < z}. Dann ist M nach oben beschrénkt und
nicht leer, denn wegen Satz 3.13 existiert n € N mit n > —z, d.h. —n € M. Geméaf
Axiom (V) existiert s = sup M € R. Da s — 1 keine obere Schranke von M ist, existiert
ko € M mit s — 1 < kg < s. Also ist kg + 1 > s, und ferner ist M N (ko, ko +1) = &
nach Satz 3.16(c). Es folgt: kg ist eine obere Schranke von M, also s = ky = max M.
Insbesondere ist kg + 1 ¢ M, also ky < x < ko + 1, wie behauptet. O

Satz 4.7. Sind x,y € R,x < vy, so existiert g € Q mit v < q < y. Man sagt: Q liegt
dicht in R.

Beweis. Da N nicht nach oben beschrankt ist (vgl. Satz 3.13), existiert ein n € N mit
n > y%x Gemaf Satz und Definition 4.6 gilt fiir dieses n € N dann

[nz] +1

ny >nx+ 1> [nz] + 1> nx, mit ¢ := € Q also y>q>ax.

Bemerkung 4.8. (a) Aus Satz 4.7 folgt:

sup((x, y)N Q) = y fiir jedes Intervall (x,y) C R mit z <y. (Ubung)

Wéhlt man z.B. z = 0,y = /2, so ist also sup((O, V2) N Q) = V2 ¢ Q nach
Satz 4.2. Daraus kann man ableiten, dass die nichtleere beschrankte Teilmenge
(0, \/5) NQ C Q kein Supremum in Q besitzt und somit der angeordnete Korper Q
nicht vollstdndig ist.

(b) Aus Satz 4.7 folgt auch, dass man jede reelle Zahl y beliebig genau durch rationale
Zahlen approximieren kann, d.h. fiir alle € > 0 existiert ¢ € (y — e,y +¢) N Q.
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5. Die komplexen Zahlen

Bemerkung 5.1. Die reellen Zahlen sind zwar im analytischen Sinne vollsténdig, aber
nicht bzgl. der Losbarkeit algebraischer Gleichungen. Insbesondere hat die Gleichung
2?2 = —1 keine Losung z € R. Nehmen wir mal an, es gibe einen Korper, welcher R
enthalt (mit demselben Eins- und Nullelement) und in dem auch eine Losung i der obigen
Gleichung existiert. Dann kann man auch jede andere quadratische Gleichung in diesem
Korper 1osen, z.B. wird fiir jedes ¢ > 0 die Gleichungen 2?2 = —c durch z = iy/c und
z = —iy/c gelost. Man kann dann sogar jede beliebige algebraische Gleichung in diesem
Korper lésen, aber diesen wichtigen Satz (Fundamentalsatz der Algebra) werden wir erst

sehr viel spéter beweisen. Ferner gilt fiir a, b, ¢,d € R in diesem Koérper dann
(a+1b) + (c+1id) = (a4 ¢) +i(b+ d)

und
(a+1ib)(c +id) = ac + i*bd + i(bc + ad) = (ac — bd) +i(bc + ad),

d.h. die Teilmenge R+iR := {a +ib | a,b € R} ist dann abgeschlossen unter der Addition
und Multiplikation. Ferner liefert Ausmultiplizieren im Falle a # 0 oder b # 0

) a b a® + b?
(a—i_lb)\(cﬂ T a2 +b2>1_ a? + b?

(a+ib)—1

=1

d.h. die Menge R + iR ist auch beziiglich der Inversenbildung abgeschlossen und bildet
somit selbst einen Korper. Wir werden nun einen solchen Korper konstruieren, in dem
man jedes Element in der Form a + ib mit a,b € R schreiben und in dem man somit in
dieser Form rechnen kann. Wir gewinnen dadurch aber noch viel mehr, ndmlich eine
Ubersetzung von Operationen der ebenen Geometrie in algebraische Rechnungen. Die
zugrundeliegende Idee ist grob gesagt die folgende (w.a. auf Caspar Wessel 1797, Jean-
Robert Argand 1806 und Carl-Friedrich Gaufl 1811 zurickgehend): Da die Multiplikation
mit —1 eine Spiegelung des Zahlenstrahls am Ursprung ist, muss (?) die Multiplikation mit
i die Rolle einer Drehung um 90 Grad in einer ,Zahlenebene“ darstellen. Randbemerkung:
Die folgende algebraische Konstruktion der komplexen Zahlen als Paare reeller Zahlen
geht auf William Rowan Hamilton (1805-1865) zuriick.

Definition 5.2. Auf der Menge R? := R x R = {(a,b) | a,b € R} definieren wir Addition
und Multiplikation durch

(a1,b1) + (az, be) == (a1 + as, by + be)
(a1,b1) - (az, be) := (araz — bibe, aybe + byas)

ﬁil‘ (CLl, b1>, (ag,bg) c R2.
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Satz und Definition 5.3. Mit den Verkniipfungen aus Definition 5.2 wird R? ein Kérper,
welcher Korper der komplexen Zahlen genannt und mit C bezeichnet wird. Hierbei ist
(0,0) das Nullelement und (1,0) das Einselement in C.

Nachweis der Kéorperaziome. Zu (K1) und (K2): Da komponentenweise definiert, ist
die Addition in C offensichtlich kommutativ und assoziativ. Zur Multiplikation: Seien
(CLl, bl), (ag, bg), (CL3, bg) € C. Dann ist

(al,bl) : (a27b2) = (alaz - bleaale + bla2) = (a2,b2) : (ala bl)
und

((Ch, bi)-(as, b2)) - (a3, b3) = (arag — biby, ayby + bras) - (as, bs)
(a1a2 — blbg)ag — (a1b2 + b1a2)b3, (a1a2 — blb2>b3 + (CleQ + ale)a3>

aq (a2a3 — bgbg) — bl (bQCLg -+ a2b3), aq (a2b3 + bgag) + bl (ag(lg — bgbg))
ar, bl) : (azaS — bybs, azbs + bzas) = (CL1, bl) : ((az,bz) : (as,bs))-

—~

Zu (K3): Fir (a,b) € C ist

(a,b) + (0,0) = (a,b) und (a,b) - (1,0) = (a,b).

Zu (K4): Ist (a,b) € C, so ist (a,b) + (—a, —b) = (0,0) das Nullelement in C. Ist ferner
(a,b) # (0,0), so ist a® + b* > 0 und (a,b) - (ﬁ, ﬁ) = (1,0) das Einselement in C.
Das Distributivgesetz (K5) verbleibt als Ubung. O

Bemerkung 5.4. Alle Begriffe und Rechenregeln fiir Korper, die wir ohne die Existenz
einer Anordnung eingefithrt oder bewiesen haben, gelten auch fiir die komplexen Zahlen.
Insbesondere sind ganzzahlige Potenzen komplexer Zahlen wohldefiniert, und Satz 3.21
gilt auch fiir komplexe Zahlen a und b. Potenzen mit komplexer Basis und rationalem
Exponenten kénnen wir nicht allgemein wie fiir reelle Basen definieren, da wir dort die
Anordnung von R verwendet haben.

Bemerkung 5.5 (Wichtig!). Die Abbildung R — C, a — (a,0) ist injektiv und struk-
turerhaltend, d.h. es gilt

(al,O) + ((12,0) == (a1 + CLQ,O)
(CLl,O) . (CLQ,O) = (Cll + a9, 0)

Ferner bildet diese Abbildung 0 € R bzw. 1 € R auf das Nullelement bzw. Einselement
in C ab. Man identifiziert daher R mit der Menge {(a,0) | a« € R} und fasst R somit als
Teilmenge von C auf. Dies hat unter anderem den Vorteil, dass alle Definitionen bzw.
Aussagen fiir komplexe Zahlen auch automatisch fiir reelle Zahlen erklért sind bzw. gelten.
Setzt man ferner i := (0,1) € C, so kann man jede komplexe Zahl eindeutig schreiben als

fir a1, a0 € R.

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) 4+ (0,1) - (b,0) = @ + ib mit a,b € R.
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iR

b @ .

Abbildung 5.1.: Komplexe Zahlenebene

Beachtet man nun, dass i* = (0,1) - (0,1) = (—=1,0) = —1, so braucht man nicht mehr
mit Tupeln (a,b) zu rechnen. Es gilt dann

(CLl —+ ibl)(ag -+ lbg) = (CLlCLQ — blbg) -+ i(CleQ + CLle)
fir a; + iby, as + iby € C mit aq, by, as, by € R.
Definition 5.6. Fir z = a +ib € C mit a,b € R sei

(a) Rez:=a der Realteil von z,
Im z := b der Imagindrteil von z,

(b) |z] :== va? + b? der Betrag von z,
(¢) z:=a —ib die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Die Abbildung C — C, z + z heifit komplexe Konjugation.

Bemerkung 5.7. (a) Fur z € C gilt |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist. Ferner sind
aquivalent:

(i) z € R (ii) Rez = z (iii) Im2 =0 (iv) z = Z.
(b) Fiir a € R gilt: |a| = Va2 = max{a, —a}.

Bemerkung 5.8 (zur komplexen (bzw. Gaufischen) Zahlenebene). Es ist niitzlich, sich
komplexe Zahlen z = a + ib (mit a,b € R) als Punkte in der Ebene vorzustellen, siche
Abb. 5.1:

« Die reellen Zahlen bilden die horizontale Koordinatenachse (reelle Achse). iR :=
{ib| b € R} bildet die vertikale Koordinatenachse (imagindre Achse).
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iR v+ w

Abbildung 5.2.: Komplexe Addition

e Der Punkt z ist die Spiegelung von z an der reellen Achse.

o |z]| stellt den Abstand von z zum Ursprung 0 € C dar.

o Die Addition entspricht der ,elementaren Vektoraddition*, siche Abb. 5.2.

o Die geometrische Bedeutung der Multiplikation werden wir spéter kennenlernen.

Satz 5.9. Fir z,w € C gilt:

(a) Rez =22, Imz =22,

(b) Re(z +w) =Rez+Rew, Im(z+w)=Imz+ Imw.
(c

)
) 2
(d) |z>=[2)> = z- 2= (Re2)* + (Imz)*, also auch ; = .
(e) |zw| = [z]|w].

(f) |Rez| <|z| und |Imz| < |z|.

(2) |z +w| <|z| + |w]| (Dreiecksungleichung).

(h) |z —w| > |]z| = |w]|.

Beweis. Sei z = a4+ ib und w = ¢+ id mit a,b,c,d € R. Dann ist 2z = a — ib, w = ¢ — id,
z4+w=(a+c)+i(b+d) und z - w = (ac — bd) + i(ad + bc).

(a) Dies folgt, da z + 2 =2a =2 Rez und z — z = 2ib = 2i Im 2.
(b) Dies ist klar.
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(¢) z+w = (a+c)—i(b+d) = a—ib+c—id = Z4w, zw = (ac—bd)—i(ad+bc) = z-w

= |z

c) 2w =
und z=a—ib=a+i(-b) =a—i(-b) =a+ib
2z = 22

2|2, also auch |z]* =

(d) 2z=(a+ib)(a—ib) = a®> +b* =
2" 2w = Jzlfwl.

(e) |zw]? = zwzw = zzZww = |z|*|w
(f) Rez)?=a%<a’>+1V*=|z|>= |Rez| = /(Rez)? < |z]. Ebenso: [Im z| < |2|
lz+w]?=(z4+w)(zFw) =(z+w)(Z+0)=2Z+wd+ 20 + wz
= |22 + |w* + 2w + 2w = |2|* + |w]® + 2Re(zw) < |2]* + |w|* + 2|Re(2w)]
< P2’ + |wl + 20zw] = |21 + 2fzw] + [w]” = (2] + w])*

(2)

Es folgt: |z + w| < |z| + |w].

(h) Wir haben |z| = |z—w+w| < [z—w|+|w], also |z| —|w| < |z—w]|. Genauso zeigt man

]~ 2] < [w—| = |5—w]. Bs folat ||2| — ]| = max{]e|— ], [w] - |2} < |2 —w].
0

folgt fir z,w € C, w # 0:

Bemerkung 5.10. Aus Satz 5.9(c) und (e)
(@)= ()=
—_— W = — - W = ]_ = ]_,
w

w
also -
ry 1
w) W
Das liefert

C)=(9=()=s7=1

—_ = — - Z = —_ 'Z:T Z:T

w w w w W

und
2 - 2
I (0 W
Cw <w)_w w o |wf?’
also
z| |4
w| Jwl|’
Beispiel 5.11. Sei z = %. Dann ist
2+ 51)(6 —1i 2+ 51)(6 + 1 1
(6 —1)(6 —1) |6 — i 37
also Re z = £ 3 und Imz— .Ferner ist

¥ |2 + 5i 14+ 25 129
Zl = _— g —_—
i 36+ 1 37

6 — 1]
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Bemerkung 5.12. Der Korper C ist nicht angeordnet, denn in jedem angeordneten
Korper K ist 2? + y* > 0 fir 2,y € K \ {0}, wihrend in C z.B. 12 +i* = 0 gilt.
Das Symbol ,,<“ macht also nur fir reelle Zahlen Sinn. Der Betrag || gibt aber eine
Méglichkeit, den Abstand |z—w| = |w— z| zwischen zwei Punkten z,w € C zu messen. Die
Dreiecksungleichung Satz 5.9(g) lasst sich wie folgt dann auch fir Abstdnde formulieren:

(5.1) lz—w|=|z—2x4+z—w| <|z—z|+ |z —w| fir z,z,w € C.

Definition 5.13. (a) Eine Teilmenge M C C heifit beschrinkt, falls R > 0 existiert
mit |z| < R fiir alle z € M.

(b) Fir z € C und € > 0 sei

Ucz) ={weCl||z—w| <e} (offene e-Umgebung von z)
B.(z) ={weC||z—w| <¢e} (abgeschlossene e-Umgebung von z)

Satz 5.14. Sind z,w € C,z # w, so ist U.(z) NU.(w) = @ fiir e € (0, @]
Beweis. Sei ¢ € (0, @] Ist © € U(2), so ist |z — z| < ¢, also geméa$ (5.1):
e —w| >z —w|—|z—2| >2c—c=c.

Es folgt: « ¢ U.(w). O
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6. Folgen und Konvergenz

Definition 6.1. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Folge in M ist eine Abbildung
N — M,n — z, € M. Man schreibt hierfiir (z,),eny bzw. (21, 22, 23, ... ) oder kurz

(2n)n-

Bemerkung 6.2. Manchmal betrachtet man allgemeiner ny € Z und Abbildungen
{ne€eZ|n>ny} — M, n+— z,. Diese nennt man auch Folgen in M. Schreibweise
hierfur: (z,)n>ne DZW. (Zngs Zng+1s Zng+2s - - - )-

Beispiel 6.3. (a) () . =(1,3,1 ...) ist eine Folge in Q (also auch in R und C).

n/neN — \7r1 273
(b) Ist 2 € C, 50 ist (2™)nen, = (1,2, 2%, 23, ...) eine Folge in C. Spezialfille:
<<_1)n>n€No = (17 _17 17 _17 s )7
(i")pen, = (1,1, —1,—1,1,1,...),
((3) ey = L33 --)-
(c) Sei 21 := 1,z := 1 und 2, = 2z, 0+ 2,1 fir n € N, n > 3. (2,)neny =

(1,1,2,3,5,8,13,...) heiit Folge der Fibionacci-Zahlen. Diese Folge lasst sich
in geschlossener Form darstellen durch

Definition 6.4. (a) Eine Folge (z,), in C heifit konvergent, falls z € C existiert mit
folgender Eigenschaft:

Fiir jedes € > 0 existiert ein N € N derart, dass
|z — 2| <efirmn >N, also z, € U.(z) fr n > N, siehe Abb. 6.1.

(6.1)

Man sagt dann auch ,(z,), konvergiert® oder genauer ,(z,), konvergiert gegen
z“. Kurzschreibweisen: lim,, ., 2, = z oder z, — z fiir n — o0o. Die Zahl z heif3t
Grenzwert der Folge (z,),. Man beachte: Der Grenzwert ist durch (6.1) eindeutig
bestimmt, denn: Sei (6.1) fir z,2’ € C erfillt. Ware z # Z/; so gédbe es nach
Satz 5.14 ein € > 0 mit U.(z) N U.(z') = &. Wegen (6.1) existieren dann Zahlen
Nl, NQ € N mit

zn € U(z) firn >N und zp € U(2) fir n > Ns.

Also gilt fir N := max{Ny, No}: 2y € U.(2)NU(2') = o ! Es folgt, dass z = 2.
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(b)
(c)

L ¥4
[ Y4l 2 R

~

Abbildung 6.1.: Veranschaulichung von z = lim,,_,, 2,

Eine Folge in C heif}t divergent, wenn sie nicht konvergiert.

Eine Folge in C heifit Nullfolge, wenn sie gegen 0 konvergiert.

Bemerkung 6.5. Offensichtlich gilt lim,_, 2, = z genau dann, wenn (z, — z), eine
Nullfolge ist.

Beispiel 6.6. (a) Die Folge (%)n konvergiert gegen 0.

Beweis. Sei ¢ > 0. Nach Korollar 3.14 existiert N € N mit % < e. Also gilt fiir
nZN:‘%—O‘:%§%<5. O

Sei z € C. Vorbemerkung: Ist |z| > 1, so existiert zu jedem R > 0 ein n € N mit
|z"| = |z|" > R.

Beweis. Sei R > 0. Nach Satz 3.13 existiert n € N,n > 2 mit n > £, also

|z|-1°
Satz 3.20
o=l =1 S Lz - ) > R m

Behauptung: Ist |z] < 1, so gilt lim,,_, 2" = 0.

Beweis. O.E. sei z # 0, denn die Behauptung ist klar fir 2 = 0. Sei € > 0. Da
E! = |71‘ > 1, existiert nach der Vorbemerkung ein N € N mit MlN = E’N > % Also
gilt firn > N: [2" = 0| = |2|" < |2]Y <. O

Wir zeigen, dass /n — 1 fiir n — oo: Sei dazu a,, = {/n—1. Wegen Bemerkung 6.5
reicht es zu zeigen, dass (a,) eine Nullfolge ist. Man beachte, dass a,, > 0 fiir alle
n € N gilt. Mit dem Binomischen Lehrsatz (Satz 3.26) erhalten wir

. -1
n:(l—i-an)":Z(Z)afLZl—i—%ai,

k=0
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also

2
lan| = an, < 4/ —.
n

Zu gegebenem e > 0 gilt dann |a,| < ¢ fir n > 1+ (2/¢?), d.h. (a,) ist eine
Nullfolge.

Definition 6.7. Eine Folge (z,), in C heifit beschrinkt, falls die Menge {z, | n € N} in
C beschrankt ist, d.h. falls R > 0 existiert mit |z,| < R fiir alle n € N,

Satz 6.8. Jede konvergente Folge (2,), in C ist beschrankt.

Beweis. Sei z := lim,,_,, z,. Dann existiert N € N mit |z, — z| < 1 fiir n > N, also
|2n] < |zn — 2|+ |2] < 14 2] fir n > N.
Setze R := max{|z1|,...,|zn-1],1+ |z|}. Dann ist |z,| < R fiir alle n € N. O

Bemerkung 6.9. Ist z € C,|z| > 1, so ist die Folge (z"),, nach Beispiel 6.6(b) nicht
beschrénkt, also divergent nach Satz 6.8.

Satz 6.10. Seien (z,,)n, (wy,)n konvergente Folgen in C mit z = lim,, o 2, w = lim,, oo Wy, .
Dann gilt:

(a) (zn + wy)y, ist konvergent mit lim,, o (2, + wy,) = 2z + w.
(b) (2zn - wy)n st konvergent mit lim,, o0 (2, - wy) = 2 - w.

(c) Ist w # 0, so existiert ng € N mit w, # 0 fir n > ng, und die Folge (5)—")

n’/ n>ng
. z
kOTLU@TgZGT‘t gegen W

(d) Ist A € C, so gilt lim,, o, Az, = Az.
Beweis. (a): Sei € > 0. Nach Voraussetzung existieren Ny, No € N mit
g .. € ..
|zn—z]<§ fir n > Ny, \wn—w|<§ fur n > Ns.
Fir n > N := max{Ny, Ny} gilt also

|20 + W, — (2 +w)| <z — 2|+ |w, — W] < e
—_——  ——

< <

[N
[SI0)

(b): Nach Satz 6.8 existiert R > 0 mit |z,| < R fiir alle n € N. Setze R’ := max{R, |w|}.
Sei nun € > 0. Nach Voraussetzung existieren Ny, Ny € N mit

fir n > Ns.

fir n > Ny, lw, —w| <

|z — 2] < c c
2R’ 2R/
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Fir n > N := max{Ny, N>} gilt also

|znwn, — zw| = |zp(w, — w) + (2, — 2)w| < |z0||wy — w| + |2, — 2| |w]

|znle N elw| <ELE
- — —- = £
2R 2R — 2 2

(c): Da |w| > 0, existiert nach Voraussetzung ein ny € N mit |w, — w| < ol gy

2
n > ng, also

(6.2) (w,| = |w — (W —wy,)| > |w| — |w—w,| > % fir n > ny.

Insbesondere ist w,, # 0 fiir n > ng. Sei nun € > 0. Nach Voraussetzung existiert n; € N
. |w|25 .
mit [w, —w| < 5= fiir n > ny, also

1 1 1

1 2¢ (62
___':‘_@U_wn) wl*e

|w,—w| < Shwn [l < € fir n > max{ng, n1}.

w, W WW N |wy, ||w]

Somit konvergiert die Folge (==),>n, gegen -. Mit (b) folgt dann: 2= — £ fiir n — oo,
n > ng. ! !

(d): Dies folgt direkt aus (b) durch Betrachtung der speziellen Folge (w,),, mit w, = A
fir alle n € N. O

Beispiel 6.11. Sei (z,), gegeben durch z, = 3?;?; € C fur n € N. Dann folgt mit
Satz 6.10 und Beispiel 6.6(a):

| B S L S|
lim z, = lim — = —— 0 = .
n—00 n—oo 3 — 3 —ilimy, o0 o 3

Korollar 6.12. Sei (z,), eine Folge in C und z € C. Dann sind dquivalent:
(i) limy, oo 2, = 2.
(if) limy_o0 27 = 2.

(iii) lim, . Rez, = Rez und lim,,_,,, Im z, = Im 2

Beweis. Da |z, — Z| = |z, — z| = |z, — 2| fur alle n € N, gilt (i) < (ii).
(1) und (ii) = (iii)“: Mit Satz 6.10 folgt

lim Rez, = lim It zt2 = Rez.
n—o0o n—o0o 2 2

Die Aussage fiir den Imaginérteil folgt genauso.
L(1i1) = (i)

lim z, = lim (Rez, +ilmz,) =Rez+ilmz = z.
n—oo n—oo
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Bemerkung 6.13. Sei (z,), eine Folge in C. Dann gilt:
(a) Existiert z = lim,, o 2n, so folgt lim, . |2,| = |2|.
(b) lim, 4002, =0 & lim, 00 |2, = 0.

(c) Ist (z,)n beschréankt und (wy,), eine Nullfolge in C, so ist auch (z,w;,), eine Nullfolge
in C.

Beweis. Ubung. O]

Definition 6.14. Sei (z,), eine Folge in einer Menge M. Ist (ng)ken eine Folge in N mit
ng < ng4q fir alle £ € N, so nennt man die Folge (z,, )ren eine Teilfolge der Folge (zy,)n.

Bemerkung 6.15. Induktiv folgt aus ny < ngq fiir alle k € N dassn, > k firalle k € N
gilt: Fiir k = 1 ist wegen n; € N namlich n; > 1. Und aus n; > k folgt ngy1 > nx > k,
Da njy1 und k natiirliche Zahlen sind, muss also ng.1 > k + 1 gelten.

Bitte beachten Sie den Nachtrag Bemerkung 6.5 und Beispiel 6.6(c).

Beispiel 6.16. (a) Sei z, := (—1)" fiir n € N. Dann sind die Folgen
(L1,...)=((-1)*ken und  (=1,-1,...) = ((=1)* ken

Teilfolgen von (z,),. Diese erhdlt man durch Wahl von ny = 2k bzw. n, = 2k — 1
fur k € N.

(b) Betrachte (), - Mit ny = k% k € N erhalt man die Teilfolge

(1) _(111 1 )
k2)ken 747971677

Definition 6.17. Sei (z,), eine Folge in C. Eine Zahl z € C heifit Haufungspunkt der
Folge (2,,)n, falls (z,), eine Teilfolge (z,, ), besitzt mit limy_, 2,, = 2.

Satz 6.18. Ist (z,), eine konvergente Folge in C, so konvergiert jede Teilfolge von (zy,),
ebenfalls gegen z :=lim,,_,o z,. Die Folge (z,), hat also nur z als Haufungspunkt.

Beweis. Sei (zp, )x eine Teilfolge von (z,),, und sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert
N € N mit |z, — z| <e firn > N. Da n; > k fur alle k € N gilt, ist auch |z, —z| <e
fir k > N. Es folgt: z,, — 2 fir k — oo. O

Beispiel 6.19. Sei z, := (—1)" +% fiir n € N, und sei H die Menge der Haufungspunkte
der Folge (2,),. Behauptung: H = {1, —1}.
Beweis. ,2“: Da zg, = (—1)* + 5= = 14 5 — 1 fir k — o0, ist 1 € H. Da ferner
Zop1 = (1) 4 F5 = -1+ 507 — —1fir k — oo, ist —1 € H.

,C“ Sei z € C\{1,—1} und ¢ := Jmin{|z — 1|, |z + 1|} > 0. Sei ferner N € N mit
% < e. Angenommen, es giabe eine Teilfolge (z,, )r mit limg_,o 2, = 2. Dann existiert
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r k> N. Sei nun ko := max N,N . Beachte: ng, > kg, also
) fid o
< l < €.

NGNmitznk U.
= N

insbesondere T
0

1.Fall: ny, ist gerade. Dann ist 2,, =1+ L e U.(1)NU(2) Satz 514 o i)

(2
k:i

2.Fall: ny, ist ungerade. Dann ist z,, = —1 —|— — e U(-1)NU.(2) S5 o ) s

folgt: z ist kein Haufungspunkt von (z,),. Also gﬂt H C {1,-1}. O

Bemerkung 6.20. Aus Satz 6.18 folgt, dass jede Folge in C, welche mehr als einem
Héaufungspunkt besitzt, divergiert. Insbesondere ist die Folge ((—1)” + %)n aus Beispiel
Beispiel 6.19 divergent.

Satz 6.21. Sei (2,), eine Folge in C und z € C. Dann gilt: z ist Haufungspunkt von
(zn)n genau dann, wenn fir alle e > 0 und N € N einn > N existiert mit |z, — z| < e.

Beweis. ,=*: Sei z ein Haufungspunkt von (z,),. Dann existiert eine Teilfolge (z,, )«
mit limg o 2n, = 2. Sei nun € > 0, N € N. Dann existiert N € N mit |z, — 2| < e fir
k > N. Insbesondere gilt dies fiir k = max{N,N} > N.

»,<="“: Wir definieren n; € N fiir k¥ € N induktiv:

(i) ny :=1.

(ii) Sind nq, ..., ny bereits definiert fiir ein k& € N, so betrachten wir M, := {n eN ‘ n>ng+1, |z, —
Dann gilt nach Voraussetzung M, # @. Also existiert ng,; := min M} nach
Satz 3.12.

Nach Konstruktion ist (2, ) eine Teilfolge von (z,), und es gilt |z,, — z| < ¢ fiir alle
ke N, k> 2 also limy_, 2,, = 2. Es folgt: z ist Hiufungspunkt von (z,),. O

Bemerkung 6.22. In den folgenden Satzen betrachten wir speziell Folgen in R. Dort
konnen wir —anders als in C — auch die Anordnung verwenden, um Konvergenzaussagen
herzuleiten. Zunachst erhalten wir direkt aus Korollar 6.12 folgenden wenig tiberraschen-
den Sachverhalt: Ist (z,), eine konvergente Folge in R, so ist auch lim,,_, z, € R.

Satz 6.23. Seien (ay,)n, (by)n konvergente Folgen in R mit a,, < b, fir alle n € N, und
set a = lim,_ o an, b =1lim,_, b,. Dann gilt:

(a) a <b.

(b) Ist a = b und (c,), eine weitere Folge in R mit a, < ¢, < b, fir allen € N, so
konvergiert (c,), ebenfalls gegen a (EinschlieBungskriterium).

Beweis. (a): Angenommen, a > b. Dann existieren Ny, Ny € N mit

a —

—-b
la, —a| < fir n > Ny, ]bn—b\<aT fur n > Ns.

Fir N := max{Ny, Ny} gilt dann:
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im Widerspruch zur Voraussetzung.
(b): Sei € > 0. Nach Voraussetzung existieren Nj, Ny € N mit

la, —al <e firn > Ny, |b, —al <e firn > Ns.
Somit ist
a—e<ap,<c,<b,<a-+e fir n > N := max{Ny, N2},
also —e < ¢, —a <efirn> N, d.h. |¢, —a| <e fir n > N. Die Behauptung folgt. [

Beispiel 6.24. (a) Wir zeigen: Fir > 0 gilt lim, o /2 = 1. Sei dazu zunichst
x > 1. Fir n € N mit n > x folgt dann

1<x<n

und somit

1< Yz < n.
Wegen Beispiel 6.6(c) liefert das EinschlieBungskriterium die Behauptung. Falls
x < 1, so kénnen wir mit dem ersten Fall wegen 1/x > 1 wie folgt rechnen:

VT =

1 3
—1 fir n — oo.
n/l
T

(b) Wir betrachten die Folge (/n2 + 1),,. Es ist
1< ¥n?+1<V2on?=2(¢n)?  firalleneN.
Wegen Beispiel 6.6(c) und (a) folgt
lim /n=1 und lim V2= 1.

n—oo n—oo

Das EinschlieBungskriterium liefert nun lim,,_,,, vn?+1=1.
Definition 6.25. Eine Folge (a,), in R heifit

wachsend, falls a,.1 > a, fir alle n € N;
monoton
fallend, falls a1 < a, fir alle n € N.

Satz 6.26. Sei (a,), eine beschrankte Folge in R. Ist (a,), monoton wachsend oder
fallend, so ist (ay,), konvergent.

Beweis. Sei A := {a, | n € N}. Dann ist A C R nichtleer und beschrénkt, also liefert das
Vollstéandigkeitsaxiom (V) und Satz 2.17 die Existenz von s = sup A, ¢t = inf A.

1.Fall: (a,), monoton wachsend. Sei € > 0. Da s — ¢ keine obere Schranke von A ist,
existiert N € N mit ay > s — . Somit ist

s—e<any<a,<s firn>N, also la, —s| <e firn > N.

Es folgt lim,, .o a, = s.
2.Fall: (a,), monoton fallend. Dann folgt genauso: lim,,_, a, = t. O
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Definition 6.27. Sei (a,), eine Folge in R.

(a) (an)n heiBt

nach oben beschrinkt, falls {a, | n € N} C R nach oben beschrankt ist,
nach unten beschrankt, falls {a, | n € N} C R nach unten beschrankt ist.

(b) Sei H die Menge der Haufungspunkte von (a,),. Wir definieren

(i) den Limes superior

_ { sup H, falls (a,), nach oben beschrinkt ist
limsupa, =

n—o0 0, sonst.

(ii) den Limes inferior

n—0o0

o inf H, falls (a,), nach unten beschrankt ist
liminf a,, :=

— 00, sonst.

Hier sei im Fall H = @ wie tblich inf H = oo und sup H = —oco gesetzt.

Beispiel 6.28. Es ist

lim Sup((—l)" + %) =1 und lim inf((—l)" + l) =—1,

n—00 n—r00 n

da die Folge ((—1)" + %)n beschrankt ist und geméafl Beispiel 6.19 genau die Haufungs-
punkte 1 und —1 hat.

Satz 6.29. Sei (a,), eine beschrinkte Folge in R und H die Menge der Haufungspunkte
von (ay),. Sei ferner s, := sup{a,, | m > n} und t,, := inf{a,, | m > n}. Dann ist

limsupa, = lim s,, liminf a, = lim %, € H.
n—oo n—o0 n—o0 n—oo

Insbesondere ist H # &.

Beweis. Offensichtlich gilt:
th <ap<s, und t,<tpi1 < Spi1 < Sp fur alle n € N.

Somit sind die Folgen (s,), und (¢,), monoton und beschréinkt, also konvergent nach
Satz 6.26. Sei s := lim,,_so0 S, und ¢ := lim,,_,oc t,,.

Wir zeigen nun mit Hilfe von Satz 6.21: s und ¢ sind Haufungspunkte von (a),. Sei
dazue > 0, N € N beliebig. Da s = lim,,_,, s, ist, existiert n € N,;n > N mit |s, —s| < 5
Nach Definition von s, existiert ferner m > n mit s, — 5 < ap, < 5y, also |y, — 5| < 5.
Es folgt: m > N und |a,, — $| < |am — sp| + |sn — s| < e. Also ist s ein Haufungspunkt
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von (ay),. Der Beweis fiir ¢ ist analog zu fithren. Sei nun (a,, ) eine konvergente Teilfolge
von (ay,),. Da

t, < an, < Sp, fir alle £ € N,
{ 1

t s

folgt ¢ < limg_oo apn, < s mit Satz 6.23(a). Somit folgt H C [t,s]. Aus dem bisher
Bewiesenen folgt nun

s =max H = limsupa, € H und t = min H = liminfa, € H
n—oo n—oo
und somit die Behauptung. O]

Korollar 6.30. Sei (ay,), ein beschrinkte Folge in R. Gilt liminf,_, a, = limsup,,_, . @y,
so konvergiert (a,), gegen diesen gemeinsamen Wert.

Beweis. Sei a := liminf, .. a, = limsup,,_, . a,, und seien s, und t,, fir n € N wie in
Satz 6.29 definiert. Dann gilt ¢, < a,, < s, firallen € Nund lim,_, t, = a = lim,,_, S,.
Also folgt mit Satz 6.23(b): lim,, . a, = a. H

Satz 6.31. von Bolzano-WeierstrafS Sei (z,), eine beschrankte Folge in C. Dann hat
(zn)n einen Haufungspunkt, also eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei a,, :== Re z, und b, := Im z, fir n € N. Dann sind (a,),, (b,), beschrankte
Folgen in R. Nach Satz 6.29 hat (a,), einen Haufungspunkt, also eine konvergente
Teilfolge (an, )r mit @ := limg_,o0 @y, . Weiterhin hat die Folge (b, ) nach Satz 6.29 einen
Haufungspunkt, also eine konvergente Teilfolge (b, ); mit b := lim;_,, b,, . Mit Satz 6.10
und Satz 6.18 folgt ’

Nng .
k]

Zng, = Oy, + ibnkj —>a—+1ib fiir j — oo.
Also hat (z,), die konvergente Teilfolge (anj )j- O
Definition 6.32. Sei (a,), eine Folge in R. Man schreibt

Y 00, falls zu jedem R € R ein N € N existiert mit a,, > R fiir n > N
im a, = . ) . . .
— oo, falls zu jedem R € R ein N € N existiert mit a,, < R firn > N

n—oo

In diesen Fallen nennt man die Folge bestimmt divergent.
Beispiel 6.33. (a) lim, ,,,n = 00

(b) Ist a € R, @ > 1, so ist lim,,_,», a" = oo. Dies lésst sich mit Hilfe der Vorbemerkung
in Beispiel 6.6(b) folgern.

(c) Ist a € R,a < —1, so ist (a"), divergent, aber nicht bestimmt divergent.

Bemerkung 6.34. Sei (a,), eine Folge in R und H die Menge der Haufungspunkte von

(an)n-
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(a) Es gilt

lim a, =00 <= (a,), nach unten beschréinkt und H = &

n—o0
<= liminfa, = co.
n—oo

Analog;: lim, o @, = —00 <= limsup,_, . a, = —00.
(b) Mit Definition 6.32 léasst sich Satz 6.29 wie folgt verallgemeinern:

Ist (ay), nach oben beschrankt, so ist limsupa, = lim sup{a,, | m > n};
n—00 n—00

Ist (ay), nach unten beschrankt, so ist liminf a,, = lim inf{a,, | m > n};
n—oo n—oo
Bemerkung 6.35. (a) Seien Aussagen A(n) gegeben fir n € N. Man sagt ,A(n) gilt
fir fast alle n € N, wenn A(n) fir alle bis auf endlich viele n € N gilt.

(b) Ist (z,), eine Folge in C, so hat die Anderung endlich vieler Folgenglieder keinen
Einfluss auf das Konvergenzverhalten. Daher gilt Satz 6.23 auch, wenn die Vor-
aussetzungen nur fiir fast alle n € N erfiillt sind. Ebenso reicht es, in Satz 6.26
vorauszusetzen, dass die Folge (ay,)n>n, fir ein ng € N monoton (und beschrénkt)
ist.

Definition 6.36. Eine Folge (z,), in C heifit Cauchyfolge, falls zu jedem € > 0 ein
N € N existiert mit |z, — z,,| < e fir n,m > N.

Satz 6.37. Sei (z,), eine Folge in C. Dann gilt:
(zn)n Cauchyfolge & (2n)n konvergent.

Beweis. ,<=“: Sei z := lim,,_,, 2,, und sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert N € N
mit |2, —z| < § fir n > N, also |z, — 2| < |2 — 2|+ |2 — 20| < 5 +5 =efirn,m > N.
Somit ist (z,), eine Cauchyfolge.

»=": Sei (2,,), eine Cauchyfolge. Dann ist (z,), beschrankt, denn: Nach Definition
existiert N € N mit |z, — z,,| < 1 fiir n,m > N, also insbesondere

|2n] < |2n — 2n| + |2n] < 14 |2n] fiir n > N.

Setzt man R := max{|z1|,...,|2n-1], 1+ |zn]|}, so ist |z,] < R fiir alle n € N. Nach
Satz 6.31 besitzt nun (2,), einen Hiufungspunkt z € C. Wir zeigen: z, — z fiir n — oo.
Sei € > 0. Nach Voraussetzung existiert N € N mit |z, — 2,,| < § fiir n,m > N. Nach

Satz 6.21 existiert ng > N mit |2,, — 2| < £. Somit folgt fiir n > N:

|zn—z|§|zn—zn0|+]zn0—z]<§+fze. O
2 2
Bemerkung 6.38. (a) Die Cauchyeigenschaft Definition 6.36 ist ein Kriterium fiir
die Konvergenz einer Folge in C, bei dem man den Grenzwert nicht mitgeliefert
bekommt. Es wird sich insbesondere im folgenden Kapitel bei der Untersuchung
der Konvergenz von Reihen als niitzlich erweisen.
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(b) Wir haben im Beweis von Satz 6.37,=" implizit das Vollstandigkeitsaxiom (V)
fiir reelle Zahlen verwendet. Tatséchlich kann man die Vollstandigkeit der reellen
Zahlen nicht nur durch (V), sondern alternativ durch folgende Eigenschaften
charakterisieren:

(AA) Zu je zwei Zahlen x,y € RT existiert n € N mit nx > y (Archimedisches
Aziom).

(CF) Jede Cauchyfolge in R konvergiert.

Wenn man also die Korperaxiome (K1)—(K5) und die Anordnungsaxiome (A1),
(A2) voraussetzt, so kann man zeigen, dass (V) dquivalent zu (AA) und (CF) ist.
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7. Reihen

Definition 7.1. Sei (zj)ken eine Folge in C (bzw. R) und s, := Y, _, 2 fir n € N.

(a) Die Folge (S,)nen heifit Reihe in C (bzw. R) mit Summanden zj. Sie wird mit
> pe 2k oder kurz mit ), z, bezeichnet.

(b) s, heiBit n-te Partialsumme der Reihe ), z.

(c) Konvergiert (s,),, so nennt man die Reihe ), 2, konvergent, andernfalls divergent.
Den Grenzwert lim,, _, o 8, = lim,, 00 Y _p_; 2 € C (bzw. R) nennt man Summe der
Reihe und bezeichnet ihn ebenfalls mit >~ z;  (Vorsicht: Doppelbezeichnung!).

Beispiel 7.2 (Teleskopreihe). Sei z, = ﬁ fir k € N. Dann ist
n n 1 1 n 1 n+1 1 1
> =3 (551 E 2k nt1l oS
k=1 k=1 k=1 k=2

Folglich ist die Reihe 37, 77ty konvergent mit 3,7, rrgy = limy,  oo(1 — 5) = L.

Bemerkung 7.3. Ist ng € Z und sind z;, € C fiir k € Z, k > ng gegeben, so bezeichnet
man die Folge (s,)n>n, der Partialsummen s, = 7/ 2, ebenfalls als Reihe und schreibt
hierfiir Zzozno 2. Dabei gilt fur jedes mqg € Z, mgy > ng:

o0 oo
Z 2 konvergiert & Z 2 konvergiert.

k=ng k=mg

Im Fall der Konvergenz gilt ferner fiir die Summen:

o) mo—1 [e'e]
DEEDIE DI
k=ng k=ng k=mg

Satz 7.4. Ist Y -, z eine konvergente Reihe in C, so muss (zy)x eine Nullfolge sein.

Beweis. Sei s, = 22:1 2z fir n € N. Nach Voraussetzung existiert s := lim,, _, o S,.
Somit ist lim, o 2, = limy,_00(Sy, — Sp—1) = s — s = 0. O

Satz 7.5. Sind ap € R, a, > 0 fir k € N, so konvergiert die Reihe Y -, ar genau dann,
wenn M > 0 ezistiert mit Y ,_, ar < M fir alle n € N. In diesem Spezialfall (und nur
dann!) schreibt man auch ;- | a5 < oo.
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Beweis. Sei s, := Zzzl ar fir n € N. Nach Voraussetzung ist die Folge (s,,), monoton
wachsend, also gilt:

Z aj konvergent Lty (8n)n konvergent Satiz 6.8 ynd Satz 6.26 (8n)n beschrankt.
k
Die Behauptung folgt. m

Beispiel 7.6. (a) Sei z € C. Die Reihe Y. 2" heifit geometrische Reihe. Vorbemer-
kung: Fiirn € Ngist (1—2)Y ;28 =Y (" —2"1) =1— 2" also
1 — Zn—H

n f 1.
sz I B ir z # 1;
ki

n-+1 fir z = 1.

Nun zur Konvergenz der geometrischen Reihe: 1. Fall: |z| > 1. Dann ist (2*), keine
Nullfolge, also divergiert die Reihe Y, 2* nach Satz 7.4. 2. Fall: |z| < 1. Dann

. . . _n+l .
folgt 2™ — 0 fiir n — 00, also lim, e D _p_o 2" = limy, 0 55— = . In diesem
1

1—z"°

Fall konvergiert die Reihe also, und es gilt >~ 2k =

(b) Die Reihe Y 72, % heifit harmonische Reihe. Um ihr Konvergenzverhalten zu untersu-
chen, fassen wir ihre Glieder in Gruppen der Grofie von Zweierpotenzen zusammen.
Sei dazu n € N:

—1 n  20—1 n 201 251 n 1 n
Z; ZZ—>ZZ Z =D .5=%
k=1 (=1 k=2¢-1 élkgé’l (=1

Da % — oo fiir n — oo, divergiert die Reihe )~/ , % nach Satz 7.5. Dies gilt, obwohl
(%)k eine Nullfolge ist. Die Umkehrung von Satz Satz 7.4 gilt also nicht!

Satz 7.7. Seien > ;| Zk, Y peyq Wi konvergente Reihen in C, und sei A € C. Dann sind
auch die Reihen ), Az und ), (2 + wy) konvergent mit

Z 2k + wy,) sz—i—Zwk und Z)\zk:)\sz.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 6.10, da fiir n € N gilt:

n

Z(zk—l—wk sz—FZwk und i/\zk:/\izk.
k=1 k=1

k=1 k=1
[l

Satz 7.8. Sei > ;- z, eine Reihe in C. Dann sind dquivalent: (i) >, z, konvergiert
(i) >, Zx konvergiert (iii) >, Rez, und ), Im 2, konvergieren.
Im Falle der Konvergenz gilt dabei:

o0

izk :iRez;mLiiImzk und iE:sz
k=1 k=1

k=1 k=1 k=1
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Beweis. Sei s, := > ;_; z fir n € N. Dann ist
n n n
Resn:ZRezk, Imsn:ZImzk und ﬁzz,z_k fir n € N.
k=1 k=1 k=1

Nach Korollar 6.12 sind fiir s € C dquivalent: (i) s, — s fir n — oo, (ii) 5, — s fir n —
oo, (iii) Re s, = Re s und Im s,, — Im s fir n — oo. Daraus folgt die Behauptung. [J

Satz 7.9 (Cauchykriterium). Eine Reihe Y -, zx in C ist genau dann konvergent, wenn
qilt:

D

k=n

Fiir alle e > 0 existiert ein N € N mit <e firm>n2> N.

Beweis. Sei s, :== > _, z, fr n € N. Dann:

> 2 konvergent RE (Sn)n konvergent St 3T (Sn)n Cauchyfolge < Fir alle e >0

existiert N € NN > 2 mit € > [$,,, — Sp_1| = ‘Z;n:nzk firm >n> N. O

Bemerkung 7.10. An Satz 7.9 sieht man direkt, dass die Anderung von endlich vielen
Summanden keinen Einfluss auf die Konvergenz einer Reihe hat (aber nattirlich auf die
Summel).

Satz 7.11. Sei >~ z; eine Reihe in C und Y -, aj eine Reihe in R. Ferner mage
N € N existieren mit
|zk| < ag firk> N
Man sagt, die Reihe > ;- \ a; ist eine Majorante der Reihe Y- \ zx). Dann gilt:
k=N k=N

(a) Ist Y, ai konvergent, so auch ), z, und es gilt

‘Z zk‘ < Z ay fiirm > N. (Majorantenkriterium)
k=n k=n

(b) Ist ), 2, divergent, so ist auch ), aj divergent (Minorantenkriterium).

Beweis. (a): Fiir m >n > N gilt:

m . m
Dreiecks-

(7.1) ‘sz) < S lal < iak.

—n, ungleichung [

Sei nun ¢ > 0. Nach Voraussetzung und Satz 7.9 existiert N € N mit N > N und

Zak<5 fiirmZnZN, also auch ‘sz <e€ fir m >n > N.
k=n k=n
Mit Satz 7.9 folgt die Konvergenz der Reihe ), z;. Ferner gilt fiir n > N:
- . . i Bemerkung 6.13 . = (7.1) . m N ad
2] = [ Jim 3o P hm [ ] < tim Y= 3 a
k=n = k=n k=n k=n
(b): folgt aus (a). O
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Beispiel 7.12. (a) Wir zeigen: Die Reihe Y, a, mit a, == (522;)" konvergiert. Wegen

lim,, 33—7_‘1 = % existiert namlich N € N, so dass fiir alle n € N, n > N gilt:
2n 3
< —.
3n—1| 4
Es folgt fiir n > N:
2n \" on |" 3\"
— < (),
3n—1 3n—1 — \4

womit wir eine eine geometrische Reihe als konvergente Majorante gefunden haben.
(b) Sei s € Q, s < —2. Dann gilt

2
0<k <k ?< - —"—0 fir k € N.
=0 =0 =Rk o
Ferner konvergiert die Reihe ), ﬁ nach Beispiel 7.2 und Satz 7.7. Mit Satz 7.11(a)
folgt, dass auch die Reihe ), k* konvergiert.

(c) Sei s € Q,s > —1. Dann gilt 0 < % < k* fiir k € N. Ferner divergiert die Reihe
>, © nach Beispiel 7.6(b). Mit Satz 7.11(b) folgt, dass auch die Reihe Y 7, k*
divergiert.

Definition 7.13. Eine Reihe )" z, in C heiit absolut konvergent, wenn >, |z|
konvergiert.

Satz 7.14. Eine absolut konvergente Reihe Y . z, in C konvergiert, und es gilt
)Ziin zk‘ <30 |zl fir alle n € N.
Beweis. Dies folgt aus Satz 7.11 mit N = 1 und ay, := |2| fiir k € N. O

Bemerkung 7.15. Das Majorantenkriterium Satz 7.11(a) liefert im Fall der Anwend-
barkeit auf eine Reihe ), 2; in C stets deren absolute Konvergenz, denn mit der Reihe
> . 2 erfilllt auch die Reihe ), |z;| die Voraussetzungen dieses Satzes.

Satz 7.16. Sei (a)r eine monoton fallende Nullfolge in R. Dann ist fir alle z € C mit
2| <1, z # 1 die Reihe Y, | arz" konvergent, und es gilt die Restgliedabschitzung

2a,, )
‘Zakzk‘ < a fiir n € N.
|z =1
k=n
Im Spezialfall = = —1 erhdlt man das sogenannte Leibnizkriterium: Die Reihe Y oo | (—1)*ay
ist konvergent, und es gilt
’Z (—=D*ay| < a, firn e N
k=n
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Beweis. Sein € N und m > n. Dann ist

m m—41 m
(z—1) E a2t = g agp_12" — g a2’
k=n k=n-+1 k=n

m
k 1
=— a, 2"+ E (ap_1 —ag) 2" + am 2™,

~— —_——

also

m m

|z — 1| ‘Z ap2®| < ap|z|" + Z (an—1 — ag)|2|" 4 apm|2|™™
k=n k=n+1
m
<a,+ Z (ag—1 — ag) + apy = 2ay,
k=n-+1
und somit
" 2a

7.9 ‘ k‘ < SO0
(7.2) ;W SEo

Sei nun € > 0. Nach Voraussetzung existiert N € N mit a,, < @5 fiir n > N. Also gilt
mit (7.2): ‘ZZ”:” akzk‘ < ¢ fiir m > n > N. Das Cauchykriterium Satz 7.9 liefert nun

die Konvergenz der Reihe >, axz*. Ferner gilt

> m (72)  92¢
apz”| = lim ‘ a zk‘ < T fir n € N,
k=n k=n
wie behauptet. O

Beispiel 7.17. (a) Die alternierende harmonische Reihe > p- | (—1)F¢ ist
» konvergent nach Satz 7.16.
« nicht absolut konvergent nach Beispiel 7.6(b).

(b) Sei a = i—’; fiur £ € N. Dann ist (ay); monoton fallend, denn a4 = % = ]3%’“1 <
k—mal
2:-2..

ap fur k € N. Ferner ist 0 < a; = TkQ < % fur £ € N, also limy_,, ar = 0.
Folglich ist (ax)r und damit auch (agx)r eine monoton fallende Nullfolge. Das
Leibnizkriterium liefert die Konvergenz der Reihe Y - (—1)*ag, wobei fiir die
Summe s mit der Restgliedabschétzung aus Satz 7.16 gilt:

16 2

< = — = —,
=M= 5173

[s+1) = Is = (a0 — a2)| = [ (~an
k=2

Wir werden spater bei der Einfithrung der Kosinusfunktion sehen, dass s = cos 2
gilt. Es folgt —% <s=cos2< —%, also insbesondere cos2 < 0. Dies werden wir
spéter zur Definition der Zahl m verwenden.
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Satz 7.18. Eine Reihe ), z, in C ist

(a) absolut konvergent, wenn

lim sup v/|zx| < 1

k—o0

gilt, und sie ist und divergent, wenn
\k/ ‘Zk| 2 1
fir unendlich viele k gilt (Wurzelkriterium),

(b) absolut konvergent, wenn zj # 0 fir fast alle k und

k41

2k

lim sup <1

k—o0

gelten, und sie ist divergent, wenn

Zk+1

2k

>1

fir fast alle k gilt (Quotientenkriterium).

Die Divergenzbedingung ist fir (a) zum Beispiel erfiullt, wenn limsup,_,. /|zx| > 1 gilt,
und fir (b), wenn liminfy . ‘Z’;—Zl| > 1 gilt.

Beweis. (a): Im ersten Fall existieren ¢ € (0,1) und N € N, so dass |z| < ¢* fir k> N
gilt, und die Reihe Y7 ¢" konvergiert gemafl Beispiel 7.6(a). Das Majorantenkriterium
liefert nun die Konvergenz der Reihe ), |2;| und damit die absolute Konvergenz der
Reihe ), 2. Im zweiten Fall existiert eine Teilfolge (2,); mit |z,| > 1 fiir alle j € N,
insbesondere ist (z;); keine Nullfolge. Folglich divergiert die Reihe ), 2.

(b): Im ersten Fall existieren g € (0,1) und N € N, so dass ‘Z’;—ﬂ < gqfur k> N gilt.
Sei ¢ := ¢ V|zn/|. Fiir k > N folgt dann (per Induktion):

2] < qlznai] < Plap—a| < - < ¢V 2y = odb.

Dabei konvergiert die Reihe Y -, cg* nach Beispiel 7.6(a) und Satz 7.7. Die absolute
Konvergenz der Reihe ), 2, folgt nun wie in (a) aus dem Majorantenkriterium. O

7

Beispiel 7.19. Sei z := ’;—,: fiur £ € N. Dann gilt: m = @ — % fir k — oo, also
existiert N € N mit ’{/@ < 3 fir k > N. Mit dem Wurzelkriterium folgt: > 7~ | 2
konvergiert absolut. Im zweiten Fall folgt auch, dass (z;)x keine Nullfolge ist (Beweis zur
Ubung empfohlen). Somit divergiert die Reihe >, z.

Bemerkung 7.20. Sei (z;)x eine Folge in C. Sei s € Z und z;, := k° fiir k € N. Dann
hat man

Vil = (VE)* = 1°=1  fir k — oo
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und

k4 1y s 1\
2kt :( + ) :(1+_) L1 =1  fiir k — oo.

In diesem Fall liefert Satz 7.18 also keine Information iiber die Konvergenz der Rei-
he 777, zx. Allerdings hatten wir diese Reihe bereits in Beispiel 7.12 mit Hilfe des
Majorantenkriteriums untersucht.

Satz und Definition 7.21. (a) Fir jedes = € C ist die Reihe Y .-, %’T absolut kon-

. k
vergent, und wir setzen exp(z) ==Y ;= 4.

(b) Die Abbildung exp: C — C, z — exp(z) heifit Exponentialfunktion.

(c) e:=exp(l) heifst Eulersche Zahl.
Beweis der Konvergenz in (a). Sei z € C. Dann gilt fiir k € N, k& > 2|z|:

Zk+1

G| _ el 1
2k - — 9
= k+17 2
Das Quotientenkriterium liefert nun die Konvergenz. O]

Bemerkung 7.22. Da 2F < k! fiir k > 4 gilt, ist

8§ =1 1 11 11 1
Oﬁe—gzzk— ;7:—6;72—6 1= 3

1
k=4 2

alsoe € [5,84 1] € (3,3).

Satz 7.23. Fir x > 0 konvergiert die Folge ((1 + %)n> monoton wachsend gegen

) \"
lim <1 + —) =e.
n—00 n

Beweis. Sei x > 0. Mit dem Binomialsatz folgt fir n € N

T\ " - n! z\F LI P R A
(7.3) a ( +n) ;Ok!(n—k)!(n) kz—o <k! e "

exp(z). Insbesondere gilt




d.h. (a,), ist monoton wachsend. Fir b, = > ;_, QZ—I,C folgt aus (7.3) wegen 1 — £ <1
insbesondere 0 < a,, < b, < exp(z) fir alle n € N, d.h. (a,), ist beschrankt. Wegen
Satz 6.26 konvergiert (a,), also, und es gilt lim,_,, a, < exp(z), geméB Satz 6.23. Fiir
beliebiges, aber festes m € N folgt andererseits fiir n > m aus (7.3)

und somit lim,, ., a, > b,,. Dies liefert lim,, o a,, > lim,, o b, = exp(x). Wir haben
also lim,, ,, a, = exp(x) gezeigt. O

Satz und Definition 7.24. Seip € N, p > 2 und M, :={0,...,p — 1}. Wir nennen
eine Folge (a)r in M, nicht zuldssig, wenn ap = p — 1 fir fast alle k € N, andernfalls
zuléssig. Fs gilt:

(a) Ist (ax)y eine Folge in M, so konvergiert die Reihe Y, arp™*.

(b) Fir jedes x € [0,1) existiert genau eine zuldssige Folge (ay)y in M, mit

o0

T = Z akp*k.

k=1

Beweis. (a): Wir haben |a;p~"| < (p — 1)(1%)k, mit 0 < % < 1. Daher konvergiert die
Reihe ", axp~* nach dem Majorantenkriterium.

(b): 1. Existenz. Wir definieren a,, induktiv fir n € N: @y := [zp], und sind a4, ..., a,
bereits definiert, so sei

n

Ty =T — Z ap " und Uny1 = [rap™ .
k=1
Wir zeigen nun:
(7.4) 0<r,<p™" fir n € N.

Zunéchst ist 11 =z —a;p~t = p~'(xp — [xp]) € [0,p~!). Ferner ist
Fnsl = Tn — Gnyrp” T = ]9_("“)(7"”])’”rl — [rap™t]) € [O,p_(”+1)) fir n € N.

Dies liefert (7.4). Aus (7.4) folgt a1 = [rap"™'] < rpp"™ < p und somit a,1 € M,
fiur alle n € Ny (hier haben wir ry := x gesetzt). Ferner liefert (7.4) lim,,_,, 7, = 0, also
r=Y 0, arp~*. Angenommen, die Folge (ay,); wire nicht zuldssig. Dann existiert n € N
mit a = (p — 1) fur & > n, und es folgt

= — -n - - p—1 —n —(n—
Y apF=(p-1)p Zp’“z(l_l)p =p .
k=n k=0 p
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Da = < 1 nach Voraussetzung, folgt n > 2 und r,_1 = > ;- app® = p~=V_ im Wider-
spruch zu (7.4). 2. Eindeutigkeit. Angenommen, es gébe = € [0,1) und verschiedene
zuléissige Folgen (ap)k, (by)x in M, mit x = > o0 agp ™" = > 22 bpp ™. Sei dann n € N
minimal gewahlt mit a, # b,, wobei ohne Einschrankung a,, > b, + 1 gelte. Dann ist

D ap = b,
k=n k=n

und wegen der Zuldssigkeit von (by)y folgt die strikte Ungleichung
o0 e} [e.e]
P =b)p "= Y (e—ap < Y b <(p—1) Y pF=p
k=n+1 k=n-+1 k=n+1
und somit ein Widerspruch. Dies liefert die Eindeutigkeit. ]

Beispiel 7.25. Sei x = % und p = 7. Dann ist

7 1 3 1
a13:[95p]:§:3a Tl:i_?:ﬁv
[ 2] 49 2 1 3 1
as = |7 =|—| = Ty =71 —Q = — — — = —,
2 1p 14 ) 2 1 2D 14 19 93

Induktiv erhélt man a;, = 3 und r, = % .77 fiir k € N. Es folgt:

3 3 3 >
= 4= 3.7k
7+ + + ;1

Dies ist im Nachhinein klar, denn die Summenformel fiir die geometrische Reihe liefert

23.7%:3(; —1>:%.

1
7

Bemerkung 7.26. Sei p € N, p > 2.

(a) Die Darstellung z = > p°, app™® mit a; € M, nennt man Entwicklung von x
als p-adischer Bruch oder kurz p-adische Entwicklung von x. Spezialfille: p = 2:
dyadischer Bruch, p = 10: Dezimalbruch.

(b) Ahnlich wie in Satz und Definition 7.24(b) kann man zeigen, dass man jedes
z € RT U {0} darstellen kann als © = .7 axp™* mit ng € Z und a; € M, fir
k € Z, k > ng. Auch in diesem allgemeineren Fall spricht man von einer p-adischen
Entwicklung von x.

(c¢) Eine Dezimalbruchentwicklung schreibt man oft als Kommazahl, z.B.

7 =23,14159...=3-10°4+1-10' +4-1024+1-103+5-107*+9-107° + ...
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(d) Anschaulich gewinnt man die p-adische Entwicklung einer Zahl z = > 77 axp™* €
[0,1) durch Intervallschachtelung. Man teilt das Intervall dazu in p Teilintervalle

Iy = [0,%),[1 = [%,%),...,Ip,l = [’%1,1). Ist x € I, so ist a; = j in der
obigen Entwicklung, und man unterteilt das Intervall I; in der gleichen Weise in p

gleichgrofe Intervalle, um as zu bestimmen, usw.

Definition 7.27. Sei )., z eine Reihe in C und 7: N — N eine bijektive Abbildung.
Dann nennt man die Reihe Y 7| 2,4 eine Umordnung der Reihe >, 2.

Satz 7.28. Sei Y -, z, eine absolut konvergente Reihe in C. Dann konvergiert jede
Umordnung der Reihe und hat auch die Summe s =Y . z, € C, und die Konvergenz
ist ebenfalls absolut.

Beweis. Sei 7: N — N bijektiv, und sei ¢ > 0. Da 77 | 2| konvergiert, existiert N € N
mit Y7 v 12k < 5. Aufgrund der Bijektivitat von 7 existiert ferner N € N, N > N mit
{1,...,N} C {7’(1), . ,T(N)}. Zum Beispiel konnen wir hier

N :=max{N, max7 ' ({1,2,...,N})}

nehmen. Also folgt fir n > N:

Z Zr(k) — S Z Zr(k) — Z
k=1

— N Summanden

mlt Index > N + 1

E Zk — S

< S lal+ Y lal <S4t =

k=N+1 k=N+1

Es folgt die Konvergenz der Reihe >~° | z-(4) mit Summe s. Durch Anwendung dieses
Arguments auf |z;| anstelle von z; folgt die absolute Konvergenz. O

Bemerkung 7.29. Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz in Satz 7.28 ist ent-
scheidend, denn es gilt: Ist Y - | a; eine konvergente, aber nicht absolut konvergente
Reihe reeller Zahlen, so existiert zu jedem ¢ € R eine Umordnung » .- a,() der Reihe,
welche gegen ¢ konvergiert. (Riemannscher Umordnungssatz, Beweis z.B. in Heuser,
Analysis 1, S.198-199)

Beispiel 7.30. Die Reihe Y7 ((—1)"7 ist konvergent (nach dem Leibnizkriterium),
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aber nicht absolut konvergent. Sie lasst sich wie folgt umordnen:

U

273 4

11y 1
+(5+7) 3

11 1 1y 1
+(0* Tt E) s

1 1 1 1
+<2n+1+2n+3+"'+2n+1—1)1_ on + 2

gg S%furn>3

+..

Es gibt also eine Teilfolge (s,,), der Partialsummen der umgeordneten Reihe mit s, >

m(; — %) =2 fir m € N. Somit divergiert diese umgeordnete Reihe.
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8. Abzadhlbarkeit

Definition 8.1. Sei M eine Menge. M heifit abzdhlbar, wenn es eine Bijektion (d.h. eine
bijektive Abbildung) 7: Ny — M gibt. In diesem Fall nennt man die Folge (7(n))nen, —
oder auch die Abbildung 7 selbst — eine Abzdhlung von M. M heif3t hichstens abzdihlbar,
wenn M endlich oder abzéhlbar ist. Eine nicht endliche und nicht abzéhlbare Menge
heif3t dberabzdihlbar.

Nachtrag (vgl. die Bemerkung unter Kapitel 1, Abschnitt 1.2(c)): Streng genommen
muss man noch definieren, wann eine Menge M ,endlich® sein soll. Dies kann z.B. wie
folgt geschehen: M heifit endlich, wenn es eine beschrankte Teilmenge N C Ny und eine
surjektive Abbildung N — M gibt.

Beispiel 8.2. (a) Sei ng € Z. Dann ist M := {n € Z | n > ny} abzéhlbar. Eine Bijek-
tion 7: Ng — M ist gegeben durch 7(n) = n + ny fir n € Ny,

(b) Z ist abzéahlbar. Betrachte dazu die Abbildung

n

57

_ n—+1
2 )

—1,1,-2,2,-3,3,...). 7 ist bijektiv mit

2k
] —1—2k,

(¢) Nox Ny ist abzahlbar. Abzéhlungen von Ny x Ny veranschaulicht man am besten in
Pfeildiagrammen wie z.B. in Abb. 8.1. Die zugehorige Abbildung ist gegeben durch

() = (n - —n—1),

< TL}, d.h. falls % <n< W

n gerade,

7: Ny = Z, T(n) =

n ungerade,

d.h. (7(n))nen, = (0,

fir k > 0,

1.7 3N
T 0 fiir k < 0.

7 (k)

m(m—1) m(m+1)

:Ng— N N
v No o X No, 5 ) 9

i(i—1)
2

gilt. Speziell

mit m = max{i eN

erhalt man z.B.:

n=0 = m=1 = ~(0)=(0,0)
n=1 = m=2 = ~(1)=(0,1)
n=2 = m=2 = ~(2)=(1,0)
n=3 = m=3 = ~(3)=(0,2)
n=4 = m=3 = ~4)=(1,1)
n=5 = m=3 = ~(5)=(2,0)



Abbildung 8.1.: Diagonalabziéhlung® von Ny x Ny

(0,0) (0,4)

Abbildung 8.2.:  Rechteckabzédhlung“ von Ny x Nj

Man rechnet nach, dass v tatsdchlich bijektiv ist mit

(k+0)(k+(+1)

k.
5 +

771 Ny x Ny — Ny, vk ) =

Eine weitere Abzahlung von Ny x Ny liefert das Diagramm in Abb. 8.2. Die zugehorige
Abbildung ist gegeben durch

—m? m), falls m?> <n <m?+m+1;

(m,m* + 2m — n), falls m*> +m+1<n < (m+1)?,

mit m = max{z' €Ny ‘ P2 < n} Speziell erhélt man hier:

n=0 = m= = 0(0) = (0,0).
n=1 = m=1 = o(l)=(0,1).
n=2 = m= = o0(2)=(1,1).
n=3 = m= = 0o(3)=(1,0).
n=4 = m= = o(4)=(0,2).
n=5 = m=2 = o5 =(12).

(d) Sind L und M abzéhlbare Mengen, so ist auch L x M abzahlbar.
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Beweis. Seien 7: Ng — L, p: Ny — M sowie
a: Ny = Ny x N, n s (al(n),ag(n))
bijektive Abbildungen. Dann ist die Abbildung
f:NogxNyg— Lx M, (m,n) — (7(m), p(n))
bijektiv und somit auch foa: Ny — L x M. m

(e) N x Z ist abzéhlbar nach (a), (b) und (d).

Satz 8.3. Sei M eine nichtleere Menge. Dann gilt: M ist hochstens abzdhlbar genau
dann, wenn eine surjektive Abbildung 1: Ng — M existiert.

Beweisidee. ,=*: klar.
»,<": Dies ist trivial, falls M endlich ist. Ist M nicht endlich, so definieren wir zunéchst
eine streng monoton wachsende Folge in Ny durch ng = 0 und

Mgl = min{n eEN: n>ny, (n) €y({0,... ,nk})} fir k € N.

Dann ist die Abbildung 7: Ny — M, 7(k) = v(n4,) bijektiv (Beweis zur Ubung empfohlen).
[l

Korollar 8.4. Der Korper Q der rationalen Zahlen ist abzdihlbar.

Beweis. Nach Beispiel 8.2(e) existiert eine Bijektion 7: Ny — N X Z, n +— (71(n), 72(n)).
Definiere nun ¢: Ny — Q durch ¢(n) = 2™ Dann ist ¢ surjektiv. Ferner ist |Q| = oc.

71(n)

Also folgt mit Satz 8.3, dass Q abzahlbar ist. n

Korollar 8.5. Ist L eine abzdihlbare Menge und M C L, so ist M hochstens abzdihlbar.

Beweis. Dies ist trivial im Fall M = @. Ist M # @ und 7: Ny — L eine Abzéhlung von
L, so wahlen wir x € M beliebig und definieren eine surjektive Abbildung ¢ : Ng — M

durch
7(n), falls 7(n) € M,
¥(n) =
x, falls 7(n) & M,
Mit Satz 8.3 folgt, dass M hochstens abzéhlbar ist. n

Satz 8.6. Das Intervall [0,1) C R ist dberabzihlbar, also auch R und C nach Korollar 8.5.

Beweis. Angenommen, [0, 1) wére hochstens abziahlbar. Dann gébe es geméafl Satz 8.3
eine surjektive Abbildung 7: N — [0, 1). Fiir n € N betrachten wir dann die zuléssigen
triadischen (d.h. die 3-adischen) Entwicklungen der Zahlen

o0

T(n) = Z a3 " mit Summanden a,; € {0,1,2}, k € N (siche Satz und Definition 7.24(b)).
k=1
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Fir £ € N sei nun
o 0, falls akk 7& O,
= 1, falls ay, = 0.

Dann ist (cg)y eine zuldssige Folge in M3 (siehe Satz und Definition 7.24(b)), welche sich
fir alle n € N im n-ten Folgenglied von der Folge (a,x), unterscheidet. Sei nun

x = chS’k €[0,1).
k=1

Aufgrund der in Satz und Definition 7.24(b) bewiesenen Eindeutigkeit der (zuléssigen)
triadischen Entwicklung folgt

x # 7(n) fir alle n € N,
was der Surjektivitit von 7 widerspricht. Es folgt die Uberabzihlkeit von [0, 1). O

Satz 8.7. Ist [ C Ny, I # @ und sind M;, i € I hichstens abzdhlbare Mengen, so ist
auch M :=J,c; M; hichstens abzihlbar.

Beweis. Wegen Korollar 8.5 kénnen wir ohne Einschrankung I = Ny und M; # & fir
1 € Ny annehmen. Gemaf§ Satz 8.3 existieren dann surjektive Abbildungen ¢,;: Ny — M;
fiir i € Ny. Sei nun

7: Ng — Ny x N, n (11(n), 2(n))
eine Bijektion; dann ist die Abbildung

2 I\TO — M, QO(TZ) = ()07'1(n)(7-2<n))
surjektiv. Mit Satz 8.3 folgt, dass M hochstens abzéhlbar ist. O]
Korollar 8.8. R\ Q ist dberabzdihlbar.

Beweis. Esist R=QU (R \ Q), wobei Q abzdhlbar und R iiberabzéhlbar ist. Es folgt
daher mit Satz 8.7, dass R \ Q iiberabzéhlbar ist. O

Bemerkung 8.9. Man nennt zwei Mengen L und M gleichmdchtig, wenn es eine Bijektion
L — M gibt. Sind L und M endliche Mengen, so sind sie genau dann gleichméchtig,
wenn sie dieselbe Anzahl an Elementen haben. Wir haben in Satz 8.6 gezeigt, dass Ny
und R nicht gleichméchtig sind. Man kann aber zeigen, dass die Potenzmenge P(Ny) und
R gleichméchtig sind.

62



9. Produktreihen

Bemerkung 9.1. Seien Y~ a, und >, by konvergente Reihen in C. Sei ferner
7: Nyg — Ny x Ny, k — (Tl(k),Tg(k’))

eine Bijektion und
T = aTl(k)bTQ(k) fur k € Ny.

Dann durchléuft die Folge (T} )ken, alle Produkte a;b; mit i, j € Ny. Daher liegen folgende
Fragen nahe: Konvergiert die Reihe ), T}, und gilt im Falle der Konvergenz

>n- (3] (Son):
k=0 i=0 Jj=0
Satz 9.2. Seien Y ;- ag, Y oo b absolut konvergente Reihen in C mit A =" a

und B := 7", b,. Dann gilt:

(a) Ist 7: Ng = Ny x No,n = (11(n), 72(n)) eine Bijektion, und Ty, := ar, (x)bry ) fiir
k € Ny, so konvergiert die Reihe Y 7., Ty absolut mit Summe AB.

(b) Die Reihe Yy, Crx mit Cy, := Z?:o a;by,_; konvergiert ebenfalls absolut mit Summe
AB.

Bezeichnung: Die Reihe Y 7, Cy heifft Cauchyprodukt der Reihen "7 ax und Y po  by.
Beweis. (a): Wir betrachten zunéchst speziell die Bijektion
g N0—>N0 XN(), n +— (al(n),ag(n))

aus Beispiel 8.2(c) zum Pfeildiagramm in Abb. 8.2 und setzen Si = o, (k)boy ) fiir
k € Ny. Dann gilt fiir n € Np:

(n+1)2-1 n  n n n
(9.1) Sk = aib; = <Z az‘) (Z bj)

und

n (n+1)2-1 n n
DIS < D IS = (Zm) (Z\@;) < A'B.
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mit A" =Y 77 |ag| und B’ := > "7 |bg]. Mit Satz 7.5 folgt, dass die Reihe Y - Sy
absolut konvergiert. Ferner gilt

S e (5 ()

k=0 k=0 k=0

Sei nun 7 und Ty, k € Ny wie in Teil (a) des Satzes gegeben. Dann ist ) := o tor: Ny — Ny
eine Bijektion und

T(k) = o(n(k)), also Ty = Sy fir k € Np.

Mit dem Umordnungssatz Satz 7.28 folgt, dass die Reihe ), T} ebenfalls absolut
konvergiert, mit Summe AB.

Bitte beachten Sie den Nachtrag Satz 7.23!

(b): Wir betrachten die Bijektion

7v: No = Ny x No, n = (71(n),12(n))
aus Beispiel 8.2(c) zum Pfeildiagramm in Abb. 8.1. Dann ist

k+1)(k+2
k (+)2(+)_1

Cy = Zajbk_j = Z a'y1(€)b'yz(f) fiur k € Ny

i=0 __k(k+1)
J ="

(Summe tiber die (k + 1)-te Diagonale). Aus (a) folgt

(k+1)(k+2) -1

B=7) ay@bue = Z Z tyObrae) = Y Ch
£=0 k=0

— k(k+1)

mit absoluter Konvergenz dieser Reihe. O]

Bemerkung 9.3. Satz Satz 9.2 gilt nicht fir bedingt konvergente Reihen (d.h. fir kon-
vergente Reihen, welche nicht absolut konvergieren). Zum Beispiel ist das Cauchyprodukt
der Reihe >~ (—1)* \/klﬁ mit sich selbst eine divergente Reihe (Ubung).

Satz 9.4 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fir alle x,y € C gilt exp(z +
y) = exp(z) exp(y).

Beweis. Seien z,y € C. Dann sind die Reihen Y%, 2 und Y57, yk—]: nach Satz und

Definition 7.21 absolut konvergent mit Summen exp(z) bzw. exp(y). Nach Satz 9.2(b)
gilt exp(z) exp(y) = > 7o Ck mit

ko —; k
C . J yk J o 1 k ] k-fj binLe_hrsatz 1 k f k’ N
k_Zﬁ(k—j)! _EZ ; xly = H(m+y) ur k € Nj.
7=0 7=0
Es folgt exp(z) exp(y) = D> ey (x*];!y)k = exp(x + ). O
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Bemerkung 9.5. Wie im Beweis von Satz 9.4 verwendet, ist der binomische Lehrsatz
auch fiir komplexe Zahlen a und b (und allgemeiner fir Elemente eines kommutativen
Rings mit Eins) giiltig, wobei der Beweis keiner Anderung bedarf.

Fir z € C und r € Q schreiben wir im Folgenden zur Vereinfachung exp(z)” statt

(exp(z))T.

Korollar 9.6. Fir z € C,n € Ny ist exp(nz) = exp(z)". Insbesondere ist exp(0) = 1.

Beweis per Induktion nach n. ,n = 0“: exp(0 - z) = exp(0) = ZO:O%_]: = %—? =1=
exp(z)°.
« Satz 9.4 ILA. n
n=n+1%exp((n+1)z) =exp(nz+2) = exp(nz)exp(z) = exp(z)”exp(z) =
exp(z)" L. O

Korollar 9.7 (Weltere Eigenschaften der Exponentialfunktion). (a) Fir z € C ist
(i) exp(z) #
(i) exp(—2) = 5k,
(iii) exp(2) = exp(z).
(b) Ist x € R, so gilt

(i) Jexp(iz)| =1,
(i) exp(x) >0 (insbesondere exp(z) € R).
(iii) exp(x) < exp(y) firy € R,y > x.

(¢) FirzxzeQ,yeR gilt exp(zy) = exp(y)®. Insbesondere ist exp(z) = e fir x € Q.

Beweis. (a): Sei z € C. Dann ist

~—

atz 9. 1
1 = exp(0) = exp(z—2) Satz 5.4 exp(z) exp(—z), also exp(z) # 0 und exp(—=z) = p—
X
Ferner ist
2 e (2 sazrs o= 2
o) =35 =3 () M L =
k= k=0 k=0
(b): Sei z € R. Dann ist
exp(iz) @ exp(ir) = exp(—ir) @ _1 also |exp(iz)|* = exp(iz)exp(ir) = 1.
exp(iz)’
Somit folgt (i). Zu (ii) und (iii): Ist > 0, so ist
(9.2) exp(z —1+Z—>1
k= 1\/
>0
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Ist x < 0, so ist exp(z) @) exp(l_x) € (0,1). Ist schliefllich y € R,y > x, so ist

exp(y) = exp(y — x + ) = exp(y — x) exp(z) > exp(x).

>1nach (9.2)

(c): Sei zunéchst v € QF U {0}, also 2 = ™ mit m € No,n € N. Dann ist

M \" Korollar 9.6 Korollar 9.6 m m\n
exp (gy) =" exp(my) = 7 exp(y)™ = (exp(y)~) .

Es folgt nun exp(Zy) = exp(y)~ aus (b)(ii) und der Eindeutigkeit der n-ten Wurzel. Ist
x € Qux <0, so folgt auch

exp(ry) "L exp(—ay) ™ = (exp(y) ™) " = exply)”.
]

Definition 9.8. Fiir z € C definieren wir ¢* := exp(z). Dies ist nach Korollar 9.7(c)
konsistent mit der bereits definierten Potenz e” fir x € Q.
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10. Funktionen und Stetigkeit

Definition 10.1. Eine Abbildung f: D — C mit D C C nennt man (komplexwertige)
Funktion.

(a) Ist f(D) C R, so nennt man f reellwertig und schreibt auch f: D — R.

(b) Ist Dy € D, so nennt man die Funktion f|p,: Dy — C, f|p,(2) = f(z) die
Finschrinkung von f auf Dy. Falls Klarheit iiber den Definitionsbereich Dy herrscht,
schreibt man manchmal ebenfalls kurz f anstelle von f|p,.

Beispiele 10.2 (und Bemerkungen). (a) Polynomfunktionen: Zu gegebenen n € Ny
und ag,...,a, € Csei P: C — C definiert durch

P(Z) = Zakzk = ann—i-an,lznil +---+a12+a0.

k=0
Spezialfdlle:
o Ist n =0, so ist P eine konstante Funktion gegeben durch P(z) = a, fiir alle
z e C.

o Ist n =1, soist P eine affin lineare Funktion gegeben durch P(z) = a1z + ao.
Mit ag = 0 und a; = 1 erhalt man die identische Funktion id¢: C — C, id¢(z) = =.

(b) Die Exponentialfunktion exp: C — C ist definiert durch exp(z) =e* =3 1, 2—?
(c) Ist ¢ € Q, so definiert die g-te Potenz f,: (0,00) = R, f,(x) = 29 eine Funktion.

(d) Ist D C C, A € C und sind f,g: D — C gegeben, so erhdlt man neue Funktionen

fg: D —C, (f9)(2) := f(2) - 9(2).
f+9:D—=C, (f +9)(z) == f(2) + 9(2)-
A: D — C, (Af)(z) ==X f(2).
Ist ferner N, := {z € D | g(z) = 0} die Nullstellenmenge von g in D, so definiert
man
L. fiy .o 1B
g.D\Ng—HC, g(z) o)
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(e) Sind P,@: C — C Polynomfunktionen und ist A € C, so sind auch
P+Q, \P,PQ,Po@: C — C

Polynomfunktionen. Ferner nennt man in diesem Fall g: C\Ng — C eine rationale
Funktion.

(f) Man hat Funktionen |-|, Re, Im : C — R und die komplexe Konjugation -: C — C.
Ist D C Cund f: D — C irgendeine Funktion, so definiert man

|fl: D =R, fI(z) = f(2)]

Re f: D — R, (Re f)(2) := Re(f(2))
Im f: D — R, (Im f)(2) == Im(f(2))
7:D—C, I(z) = f(2).

Es gilt also Re f = Reof, Im f = Imof, |f| =||o fund f =-o f.
Definition 10.3 (Kosinus und Sinus). Wir definieren die Funktionen
1, . .
cos: C—C, cosz= §(elz +e %)
1, . .
sin: C - C, sinz= 5(61Z —e 7).
i

Bemerkung 10.4. (a) Fir z € C gilt
00 2% o0 L 22k+1

cos z = Z (—1)k<;k>! und sin z = Z (—1) 2

k=0 k=0

Beweis. Fiur z € C gilt nach Definition
1 i (12)F + (—i2)F =, L+ (=1)* 2*

—

RFT Kl 2 Kl
k=0 k=0 —_—
|1 fur k gerade
|0 fiir k& ungerade
o0 2k o0 2k
=2 L g
| |
i CL A e G0
und
IS (i) S, 1- ()
Sin 2 = 5}252 X :ZEE:I B ZJ
k=0 k=0 —_—
1 fiir £ ungerade
0 fiir k gerade
o0 2k+1 o0 2k+1
2k~ k_*
= —_— = 1) .
gl 2k + 1) kzo( A GT
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1sint

Abbildung 10.1.: e = cost +isint

(b) Fiir ¢ € R ist | |
cost = Re(e"), sint = Im(e") € [-1,1].
Beweis. Nach Satz 5.9 ist Re(el') = 3(e + eif), wobei ef = et = e nach

. . Satz 5.9
Korollar 9.7(a) gilt. Also folgt Re(e'’) = cost, und damit |cost| = |Re(e)| <

|| Korollar 9.7(b) Satz 5.9 (et — eit) = 5 (e —e7i) =sint, also

1. Ferner ist Im(e')
. Satz 5.9 .
sint| = [Im(e)| < |e'| =1. O

In der Gauf3schen Zahlenebene hat man also fiir ¢ € R die Situation wie in Abb. 10.1.
Die Rolle von ¢ in diesem Bild (,,Bogenlédnge*) werden wir spater klaren.

Satz 10.5. (a) Fir z € C gilt:
(i) e =cosz +isinz,
(ii) cos(—z) = cos z und sin(—z) = —sin z,
(iii) cos?z 4 sin?z = 1.
(b) Fiir z,w € C gelten folgende Additionstheoreme:

(i) cos(z+w) = cos zcosw —sin zsinw und sin(z +w) = sin z cos w + cos z sin w,

(ii) cosz — cosw = —2sin ¥ sin 252 und sin z — sinw = 2 cos 5% sin 5.
Beweis. (a): (i) Es ist
o eiz + e—iz eiz _ e—iz .
CoSz +1slnz = + =e".

2 2
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(ii) ist klar nach Definition. (iii) Ubung.
(b): Es ist

und

i(z4w) _ iz iw (a )()

e =ee (cos z +isin z)(cosw + isinw)

= €0s z cos w — sin z sin w + i(sin z cos w + cos z sin w)

—i (a) (i) . . s .
e i) B2V o5 2 cos w — sin zsinw — i(sin z cos w + cos z sin w),

also
2cos(z +w) = T o7 — 9(cos 2 cosw — sin zsinw),
2isin(z 4+ w) = !t — 7+ — 9i(gin 2 cosw + cos zsinw).
Es folgt (i). (ii): Ubung. O

Definition 10.6. Seien D C C und f: D — C eine Funktion.

(a) f heifit stetig in einem Punkt a € D, falls fiir alle Folgen (z,), in D die Implikation

(b)

gilt:
lim z, =a = lim f(z,) = f(a).

n—oo n—0o0

f heifit stetig (oder genauer: stetig in D), falls f in allen Punkten aus D stetig ist.

Beispiel 10.7. (a) Konstante Funktionen sind stetig.

(b)
(c)

id: C — C ist stetig.

Die Funktionen Re,Im, |-|: C — R sowie die komplexe Konjugation *: C — C sind
stetig.

Beweis. Sei a € C, und sei (z,), eine Folge in C mit lim,,_,, 2z, = a. Dann folgt
mit Korollar 6.12 und Bemerkung 6.13(a):

lim Rez, =Rea, lim Imz,=Ima, lim|z,|=|a|, limz,=a.
Also sind Re, Im, |-| und ~ stetig in a. ]

exp: C — C ist stetig. Vorbemerkung dazu: Fir z € C, |z| < 1, ist

Bemerkung 7.22

oo o0 1
101 eSS L e Ty
k=1 k=1

Nun zum Beweis. Sei a € C und (z,), eine Folge in C mit lim, ., z, = a. Wir
setzen w,, := z, — a fur n € N, dann gilt lim,,_,, w, = 0. Also existiert N € N mit
lw,| <1 fir n > N. Es folgt fir n > N:

| aWn a0 NG| | AG] | aWn (10.1) a
= |e“me® — e = |e%||e 1 < 2le?||wyl.

e — e

Also gilt: lim,,,|e* — €% = 0 und somit lim,_,,, e*» = e®.
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(e) Die Funktion g: R — R, g(z) = [z] ist
(i) stetig in jedem Punkt a € R\Z,
(i) nicht stetig in jedem Punkt a € Z.

Hier sei [-] die in Satz und Definition 4.6 definierte Gauklammer. Der Beweis von (i)
verbleibt als Ubung; wir beweisen hier (ii): Sei a € Z. Dann gilt lim,, ,o(a — 1) = a,

aber fur alle n € N ist "
(e=3) =12
gla——=|=la——|=a—1
n n

limg(a—%)—a—l#a—g(a).

n—oo

und somit

Damit ist g nicht stetig in a.

Satz 10.8. Sei D C C,a € D, und seien f,g: D — C in a stetige Funktionen. Dann
qgilt:

(a) f+ g und f-g sind auch stetig in a.

(b) Ista ¢ N, :={z € D|g(z) =0}, so ist auch die Funktion 5: D\N, — C stetig in
a.

Beweis. Sei (z,), eine Folge in D mit lim,,_,, z, = a. Nach Voraussetzung gilt lim,,_,, f(z,) =
f(a) und lim, . g(2,) = g(a). Mit Satz 6.10 folgt

lim (f(z0) +9(2)) = f(@) +gla). lim f(z)a() = Fa)alo)
fa) _ S0

sowie  lim =——=  falls z,,a ¢ N, fiir alle n € N.
M g T 9l # N

Dies zeigt die Behauptung. O]

Korollar 10.9. Alle Polynomfunktionen und alle rationalen Funktionen sind stetig auf
ihrem Definitionsbereich. (Siehe Beispiele 10.2(a)).

Satz 10.10. Seien D1, Dy C C,a € Dy und Funktionen f: D1 — C, g: Dy — C gegeben
mit f(D1) C Dy. Ist f stetig in a und g stetig in f(a), so ist go f stetig in a.

Beweis. Sei (z,), eine Folge in D; mit lim, ,. 2z, = a. Da f stetig in a ist, gilt
lim, o f(2,) = f(a). Die Stetigkeit von ¢ in f(a) liefert nun

lim (g o f)(zn) = lim g(f(zn)) = g(f(a)) = (g © f)(a).

n—oo n—oo

Also ist g o f stetig in a. O

Korollar 10.11. (a) sin,cos: C — C sind stetig.

71



(b) Ist D C C,a € D und f: D — C stetig in a, so sind auch die Funktionen
Re f,Im f,|f|: D — R sowie die Funktion f: D — C stetig in a.

Beweis. (a): Dies folgt aus der Definition von sin und cos, der Stetigkeit der Exponenti-
alfunktion sowie aus Satz 10.8 und Satz 10.10.
(b): Dies folgt aus Beispiel 10.7(c) und Satz 10.10. O

Bemerkung 10.12. Die Stetigkeit einer Funktion f: D — C in einem Punkt a € D
hangt im Allgemeinen vom Definitionsbereich D C C ab. Dabei ist folgendes leicht zu
sehen:

(a) Ist f stetigin a und Dy C D mit a € Dy, so ist auch die Einschréankung f|p,: Dy —
C in a stetig.

(b) Existiert 6 > 0 mit Us(a) C D und ist f|y,@): Us(a) = C in a stetig, so ist auch f
in a stetig.

Die Abhéngigkeit vom Definitionsbereich sieht man z.B. bei der Funktion f: C — C
gegeben durch

1

ZCos —, z#0,
z

0, z=0.

o [ ist nicht stetig in 0, denn:

lim — =0,  aber (f(i)‘:
n—oo M n

also konvergiert die Folge ( f (%))n nicht gegen f(0) = 0.

i

n

e +e "

1 1 n? n
> > — i N
5 =9, Ty T g TWMNREW

« Die Einschrinkung f|g: R — R von f auf R ist stetig in 0, denn nach Bemer-
kung 10.4(b) gilt |f(x)| < |z| fiir alle x € R. Ist also (z,), eine Nullfolge in R, so
gilt

|f(z,)] < |zp] = 0 flir n — oo, also  lim f(x,) =0= f(0).

n—oo

Satz 10.13 (e-0-Charakterisierung der Stetigkeit). Sei D C C,a € D und f: D — C
eine Funktion. Dann ist f stetig in a genau dann, wenn gilt:

(10.2) Zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0 mit f(Us(a) N D) C U(f(a)).

(siehe Abb. 10.2).

Man kann (10.2) auch so formulieren:

Zu jedem € > 0 existiert 6 > 0 derart, dass
|f(z) — fa)| <e firalle z € D mit |z — a|] <.
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Abbildung 10.2.: e-9-Charakterisierung der Stetigkeit

Beweis. ,<*“: Sei (z,), eine Folge in D mit lim,,_,, 2, = a, und sei € > 0. Nach (10.2)
existiert 6 > 0 mit f(Us(a) N D) C U.(f(a)). Da lim,, , 2, = a, existiert N € N mit
zn € Us(a) fiir n > N, also f(z,) € U(f(a)) fur n > N. Es folgt: lim,, . f(z,) = f(a).

»,=": Angenommen, (10.2) wiirde nicht gelten. Dann existiert ein ¢ > 0 so, dass
f(U%(a) N D) < U.(f(a)) fur alle n € N. Fiir jedes n € N existiert also ein z, € D
mit |z, —a| < L und |f(z,) — f(a)| > e. Die so gewéhlte Folge (2,), in D erfiillt also
lim,, o 2, = a, aber f(z,) konvergiert nicht gegen f(a) fir n — oo, im Widerspruch zur
Stetigkeit von f in a. O

Definition 10.14. Seien D C C und f: D — C eine Funktion.

(a) f heilit gleichmdfsig stetig, wenn zu jedem £ > 0 ein § > 0 existiert derart, dass fiir
x,y € D die Implikation gilt:

lz—yl <o = |f(x)-fly)l<e

(b) f heiBt Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 existiert mit
(10.3) |f(z) — f(y)| < Llz —y| fir alle z,y € D.

Bemerkung 10.15. Sei D C C und f: D — C eine Funktion. Dann gilt:
(a) f Lipschitz-stetig = f gleichméBig stetig.
(b) f gleichméBig stetig = f stetig.

Beweis. (a): Sei € > 0 gegeben, und sei L > 0 so gewahlt, dass die Lipschitz-Bedingung
(10.3) gilt. Mit ¢ := ¢ folgt dann fiir 7,y € D mit |z — y| < J:

[f(x) = fy)l < Ljz —y[ < Ld =&
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Somit ist f gleichméaBig stetig.
(b): Dies folgt unmittelbar aus Satz Satz 10.13. O

Beispiel 10.16. (a) Sei f: C — C gegeben durch f(z) = 2%. Nach Korollar 10.9 ist f
stetig. Ferner gilt

(10.4) 1£(2) = f(w)] = |2* —w?| = |z + w||z —w| fiir z,w € C.

o f ist nicht gleichméfBig stetig, denn sonst gdbe es zu € = 1 ein § > 0 mit
|f(2) = f(w)| <1 fir z,w € C mit |z — w| < §. Dann wére aber

. )
(129 (Zn + —)5 >nd firneN Ll

1>‘f(n+§>—f(n) 4

2

o Ist R > 0 beliebig, so ist die Einschrankung von f auf Bg(0) sogar Lipschitz-
stetig, denn fir z,w € Bg(0) gilt:

(10.4)
[f(z) = fw)] < (l2] + [w])]z — w] < 2R[z — w].
(b) Die Funktion f: (0,1] — R, f(z) = I ist stetig (als rationale Funktion), aber
nicht gleichméBig stetig. Andernfalls gidbe es ndmlich zu ¢ = 1 ein § > 0 mit

|f(z) — f(y)] <1fur z,y € [0,1) mit |z — y| < J. Ferner existiert dann ein n € N,
n >2mit + < 4. Es folgt dann |5 — 1| =1 - L <1 <§ aber

‘f(%) —f(%)‘zmz—m:n(n—l)zQ B

(c) Die Funktion g: [0,00) — R, g(z) = v/z ist gleichmé&Big stetig, aber nicht Lipschitz-
stetig. Beweis: Ubung.
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11. Stetige Funktionen auf Intervallen

Bitte beachten sie den Nachtrag Definition 2.10 fiir Intervalle.
Sei in diesem Kapitel stets a,b € R mit a < b und [ := [a,b] C R. Man nennt [ ein
kompaktes Intervall.

Satz 11.1. Sei f: I — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(a) f nimmt auf I ein Mazimum und ein Minimum an, d.h. es gibt Punkte x,y € 1

mit f(z) = min f(I) und f(y) = max f(I).
(b) f ist gleichmdfig stetig.

Beweis. (a): Sei M :=sup f(I) = sup{f(7) |7 € I} € R U {oo}. Dann existiert eine
Folge (yn)n in I mit lim, o f(y,) = M. Da die Folge (y,), beschrankt ist (denn I ist
beschrénkt), existiert nach Satz Satz 6.31 (Bolzano-Weierstra$) eine konvergente Teilfolge
(Yn, k- Dabel ist y 1= limy_,o0 Y, € [a,b] = I wegen Satz 6.23(a). Da f stetig ist, folgt
f(y) = limg 00 f(yn,) = M. Also ist M € R und M = max f(I) = f(y). Genauso sieht
man, dass x € [ existiert mit inf f(I) = min f(I) = f(z).

(b): Angenommen, f wéare nicht gleichméfig stetig. Dann existiert £ > 0, so dass es
zu jedem n € N Punkte z,,y, € I gibt mit

(11.1) o —al < aber |f(r) ~ flu)] 2

Weiterhin existiert nach Satz Satz 6.31 (Bolzano-Weierstraf}) eine konvergente Teilfolge
(@n, )k der so gewéhlten Folge (), in I. Sei @ 1= limy_yo0 T, € 1. Dalimy oo (Tn, —Yn,) =
0 gilt, ist auch x = limy_,o ¥y, . Da ferner f in x stetig ist, folgt

lim (f(20,) = F(yn)) = f(@) = f(&) = 0,

k—o0
im Widerspruch zu (11.1). Dies zeigt die Behauptung. O

Satz 11.2 (Zwischenwertsatz). Sei f: I — R stetig und s € R mit f(a) < s < f(b) oder
f(a) > s> f(b) gegeben. Dann existiert ¢ € (a,b) mit f(c) = s.

Beweis. Ohne Einschrankung gelte f(a) < s < f(b) (andernfalls betrachte —f und —s
anstelle von f und s). Sei K :={t € I| f(t) <s} CI. Dannist K # &, da a € K. Also
existiert ¢ := sup K, und es gilt a < ¢ < b. Ferner existiert eine Folge (¢,), in K mit
lim,, o t, = c. Da f stetig ist, folgt f(c) = lim,, f(t,) < s. Insbesondere ist ¢ < b, da
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f(b) > s. Angenommen, es wire f(c) < s. Zu € := s — f(c) existiert dann nach Satz 10.13
ein 6 > 0 mit f(I NUs(c)) € U(f(c)), also insbesondere

ft) < fle)+e=s  furallet eI mit |t —c| <.

Dies gilt speziell fir t := ¢+ min{g, b— c} € I, wobei t > c ist, im Widerspruch zur
Definition von c. Somit folgt f(c) = s. Ferner ist ¢ > a, da f(a) < s. O

Korollar 11.3. Sei J C R ein Intervall und f: J — R stetig. Dann ist f(J) auch ein
Intervall. Falls I ein kompaktes Intervall ist, gilt f(I) = [m, M| mit m := min f(I) und
M :=max f(I).

Beweis. Seien x,y € f(J) und z € R mit x < z < y gegeben. Dann existieren s,t € J
mit f(s) =z und f(t) = y. Anwendung von Satz 11.2 auf das Intervall

I' := [min{s, t}, max{s,t}] C J

liefert ein ¢ € I’ mit f(c) = z. Somit ist z € f(J) und daher f(.J) ein Intervall. Zusammen
mit Satz 11.1(a) liefert dies die zweite Aussage. O

Definition 11.4. Seien D C R und f: D — R eine Funktion.

monoton wachsend, falls f(z) < f(y) fur alle z,y € D mit x < y;
£ heit streng monoton wachsend, falls f(x) < f(y) fur alle x,y € D mit x < y;
monoton fallend, falls f(z) > f(y) fur alle z,y € D mit x < y;
streng monoton fallend, falls f(x) > f(y) fur alle x,y € D mit = < y.

Bemerkung 11.5. Ist D C R und f: D — R streng monoton wachsend (bzw. fallend),
so ist f injektiv, als Abbildung D — f(D) also bijektiv. Es existiert in diesem Fall auch

eine Umkehrfunktion f~': f(D) — D, und diese ist ebenfalls streng monoton wachsend
(bzw. fallend).

Satz 11.6. Sei J C R ein Intervall. Sei ferner f: J — R stetig und streng monoton
(wachsend oder fallend). Dann ist L := f(J) wieder ein Intervall, und f~*: L — J CR
15t stetig.

Beweis. Dass L ein Intervall ist, haben wir schon in Korollar 11.3 gezeigt. Ohne Ein-
schrinkung sei nun f streng monoton wachsend. Um die Stetigkeit von f~! zu zeigen,
sei z € L und (z,), eine Folge in L mit lim, o z, = x. Sei ferner t, := f~1(x,) fir
n € Nund ¢t := f~(z). Zu zeigen ist dann: lim,, o t, = t. Sei dazu ¢ > 0. Da f streng
monoton wachst, gilt

flt—e) <z, fallst —e € J,

ft+e) >z, fallst+ee .

Da lim,,_,, =, = 7, existiert also N € N mit

(11.2) flt—¢e) <z, firn>N, fallst—ce€J,
' flt+e)>ax, firn >N, fallst+ee J.
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R Graph ,exp*

Graph ,log*

R

g

Abbildung 11.1.: Die Umkehrung von ,exp*

Wir Behaupten: Falls t —e ¢ J gilt, dann folgt t —e < s fir alle s € J. Gabe es ndmlich
ein s € J mit s <t — ¢, so folgte t — ¢ € J daraus, dass J ein Intervall ist, s,t € J
und s <t —e < t gelten ¥! Genauso zeigt man s < ¢ + ¢ fiir alle s € J, falls t + ¢ & J.
Zusammen mit (11.2) und dem streng monotonen Wachstum von f~! liefert dies

t—e<t,<t+e fir n > N.
Also gilt lim,,_, t,, = t, und somit ist f~! stetig in x. O

Bemerkung 11.7. Der zweite Teil des obigen Beweises liefert auch folgende — auf
den ersten Blick iiberraschende — Aussage: Sei J C R ein Intervall, f: J — R streng
monoton und L := f(J). Dann ist f~': L — J stetig. Allerdings ist L in diesem Fall im
Allgemeinen kein Intervall!

Satz und Definition 11.8. Die Einschrinkung exp: R — (0,00) der Ezponential-
funktion auf R ist bijektiv (und streng monoton wachsend) mit stetiger Umkehrfunktion
log: (0,00) — R. Man nennt log den (natiirlichen) Logarithmus, siehe Abb. 11.1.

Beweis. Nach Korollar 9.7(b) ist exp: R — R streng monoton wachsend mit L :=

exp(R) C (0,00). Da exp(n) = 2:107,’;—? > n und exp(—n) = expl(n) < < firn € N,
folgt inf L = 0 und sup L = oo. Mit Satz 11.6 folgt L = (0,00) und die Stetigkeit der
Umkehrfunktion log: L — R von exp: R — L. m

Bemerkung 11.9. (a) Mitexp: R — (0, 00) ist auch log: (0,00) — R streng monoton
wachsend.

(b) Es gilt log1 =0, da exp0 = 1.

Satz 11.10. Fir z,y € (0,00) gilt log(z - y) = logx + logy.

77



Beweis. Nach Satz 9.4 ist e'os(@)HlogW) — glogzglogy — 1y also logx + logy = log(xy). O

Bemerkung 11.11. Fiir a € (0,00) und # € Q gilt a® = (e'°8%)* = ¢*!°8¢ nach
Korollar 9.7(c). Dies motiviert folgende Definition.

Definition 11.12. Fiir a € (0,00) und = € R definieren wir

a® = exloga7

die z-te Potenz von a.
Satz 11.13. (a) Ista € (0,00) fest, so ist die Funktion g,: R — R, g.(z) = a®, stetig.
(b) Ist x € R fest, so ist die Funktion f,: (0,00) — R, f.(a) = a® stetig.

Beweis. Dies folgt aus der Stetigkeit von exp und log sowie aus Satz 10.8 und Satz 10.10.
]

Satz 11.14. Fir a,b € (0,00) und z,y € R gilt:
a) (ab)® = a®b"

a® = a*a¥

(c

(
(b
(d

a:):y — (az)y

)
)
) log(a®) = zloga
)
)

(e

ga aus Satz 11.13(a) ist fir a > 1 streng monoton wachsend, und fir a < 1 streng
monoton fallend.

(f) f. aus Satz 11.13(b) ist fiir x > 0 streng monoton wachsend, und fir x < 0 streng
monoton fallend.

Beweis. (a): (ab)x — e:r:log(ab) — exloga-‘,—xlogb — exlogaexlogb — gD~

(b) a*ty = e(x+y) loga _ exlogaeyloga — a%aV.

(c): loga®™ = log(emlog“) = xloga.

(d): a®y = ea}yloga — eylog(ag”) — (ax)y.

(e): Es gelte z < y. Ist a > 1, so folgt loga > 0 und damit xloga < yloga, also
a® = e®loge < evloga — ¥ Ist a < 1, so folgt loga < 0 und damit zloga > yloga, also
at = ezloga > eyloga = qY.

(f): Es gelte a < b, also loga < logb. Ist > 0, so folgt xloga < xlogb und
damit a* = e*lo8e < erloeb — p* Ist 2 < 0, so folgt wloga > xlogh und damit
a® = ea:loga > exlogb — bx ]

Eine weitere wichtige Anwendung des Zwischenwertsatzes ist der Existenzbeweis fiir
Losungen von Funktionalgleichungen mit stetigen Funktionen. Speziell kann man in
manchen Situationen die Existenz von Fixpunkten zeigen. Ein Fizpunkt x einer Abbildung
f: D — Disteinx €D mit f(x) =x.
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Satz 11.15. Seien a < b und f: [a,b] — [a,b] stetig. Dann besitzt f einen Fizpunkt in
[a,0].

Beweis. Betrachte g: [a,b] — Rmit g(z) = f(z)—z. Dannist g(a) = f(a)—a > a—a =0
und g(b) = f(b) —b < b—0b = 0. Falls weder a noch b eine Nullstelle von g ist, dann folgt
g(a) > 0 und ¢(b) < 0. Der Zwischenwertsatz, Satz 11.2, liefert dann eine Nullstelle von
g in (a,b). Insgesamt besitzt g also eine Nullstelle in [a, b], welche ein Fixpunkt von f
ist. [l
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12. Polarkoordinaten

In diesem Kapitel wollen wir die Exponentialfunktion als Funktion C — C besser
verstehen. Dazu werden wir wichtige Monotonie- und Periodizitatseigenschaften der
Funktionen sin, cos kennenlernen und dabei auch der Zahl © begegnen.

Vorab aber zunéchst eine Erinnerung an das Leibnizkriterium aus Satz 7.16: Ist (ag )
eine monoton fallende Nullfolge nichtnegativer Zahlen, so ist die Reihe > 3, (—1)*as
konvergent mit der Restgliedabschatzung

> (D

Hilfssatz 12.1. (a) Furt € (0,2] ist sint > 0.

(12.1) <a, fir n € N.

(b) cos: [0,2] — R ist streng monoton fallend.

Beweis. (a) Seit € (0,2]. Dann ist (%)k eine monoton fallende Nullfolge, also gilt
. Bemerkung 10.4(a) et k $2k+1 (12.1) ¢3
t—1 = 1) < .
|sin | Z( ) @Dl S G

k=1

. 3 . 2
Es folgt sint —t > —% alsosint > t(1—-%) > (1 —5) =% > 0.

(b) Fur s, t €[0,2], s < t,sind &2, 52 € (0,2), also

Satz 10.5(b) 9 ¢in t+ s t—s

cost — cos s

Korollar 12.2. Die Funktion cos hat genau eine Nullstelle in (0,2) C R.

Beweis. Aus Hilfssatz 12.1(b) folgt, dass cos hochstens eine Nullstelle in (0,2) hat.
Die Existenz einer Nullstelle in (0,2) folgt aus dem Zwischenwertsatz Satz 11.2, da
cos: [0,2] — R eine stetige Funktion ist mit cos0 = 1 und cos 2 < —3. Letzteres haben
wir bereits in Beispiel 7.17(b) bewiesen. Zur Wiederholung: Es ist

= L 2% 2t 2
eos2 1] = eos2 = 142/ = 3 (1) G| < Gy = 5
gemdf der obigen Restgliedabschitzung (12.1) und somit cos2 < —%. O]
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Definition 12.3. 7 sei die nach Korollar 12.2 eindeutig bestimmte Zahl in (0,4) C R

mit COS% =0.

Satz 12.4. (a) Esgiltsinf =1 und

(b) Die Exponentialfunktion ist 2mi -periodisch, d.h. fiir z € C und k € Z gilt e*T2*™ =

eZ

Beweis.  (a) Nach Definition ist 7 € (0,2), also sin § > 0 nach Hilfssatz 12.1(a) und

2T 2 ™ 2T
1 =sin" — + cos” = = sin” —.
2 2 2
Es folgt sin 5 = 1 und somit €'z = cos 5 +isin 5 =i . Ferner ist ™ = (e'2)? = i* =
.3 3 . A . . .
—1, 2™ =¢e"e'2 = (=1)i= —iund e*™ = (™)? = (-1)? = 1.

(b) Fiir k € N ist

; Korollar 9.6 ; (a)
erm g (eQﬂl)k = 1k — 17

und e = 1 = 1. Also gilt

ez+2k7ri

— e — o7 . ] = 7 fir € C, k e Z.

[]

Korollar 12.5. (a) Die Funktionen ,cos“ und ,sin“ sind 2mw-periodisch, d.h. fir z € C
und k € Z gilt

sin(z 4 2k7) = sin z und cos(z + 2km) = cos z

(b) Fiir z € C gilt ferner

(i) cos(z+ 5) = —sinz und sin(z + §) = cos 2

(ii) cos(z +m) = —cosz und sin(z + ) = —sin 2.

Beweis. (a): Dies folgt aus Satz 12.4(b) und der Definition von sin und cos, siche
Definition 10.3.

(b): (i) Dies folgt aus Satz 10.5(b)(i), da cos § = 0 und sin § = 1. (ii) Fiir z € C ist

cos(z + ) O —sin(z 4+ g) O cosz

=

und
i T, G
sin(z + ) 0 cos(z—l—E) 9 iz
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COS,/, . \\ ..Sin

Abbildung 12.1.: Die Graphen von cos und sin auf [—m, 7]

Satz 12.6. (a) sint >0 firt € (0, 7).
(b) cos: [0,7] — R ist streng monoton fallend.

(c) cost >0 firte (=3,%).

T T

(d) sin: [—Z,Z] — R st streng monoton wachsend.

Beweis. (c):Istt € [0,5) C [0,2], so folgt cost > cos 3 = 0 wegen Hilfssatz 12.1(b).
Ist t € (—7,0), so gilt ebenfalls cost = cos(—t) > 0.

(a): Dies folgt aus (c) und Korollar 12.5(b)(i).

(b): Fir s,t € [0,7], s < ¢ sind 2,52 € (0,7), also

Satz 10.5(b) L t+s . t—s

cost — cos § = — Sl S1n < 0.

(d): Dies folgt aus (b) und Korollar 12.5(b)(i).
[

Um sich die bisher gewonnenen Erkenntnisse iiber die Winkelfunktionen besser merken
zu konnen, ist es empfehlenswert, sich ein Bild der Graphen von cos und sin auf einem
Intervall einzupragen, sieche Abb. 12.1.

Bemerkung 12.7. Sei S' := {z € C| |z| = 1} der Einheitskreis in C. Die bisherigen
Ergebnisse (siche Korollar 9.7(b)(i), Satz 12.4, Korollar 12.5 und Satz 12.6) zeigen, dass
sich der Punkt e mit wachsendem ¢ € R gegen den Uhrzeigersinn (d.h. im ,;mathematisch
positiven® Drehsinn) auf S bewegt. Dabei ist |¢| ein Ma8 fiir die von 1 bis ' zuriickgelegte
Strecke auf S' (Bogenlinge), wie folgende Uberlegung zeigt: Zunichst zeigen wir

(12.2)

1
—1‘ §§\Z|2 fir 2 € C, |2/ < 1L
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e4 ez

Abbildung 12.2.: Approximation der Bogenldnge

Dies folgt aus Bemerkung 10.4(a) und e < 3: Sei |z| < 1.

0 |Z|2k; ’2‘2(19 1)

— (2k +1)! (2k +1)!
< |2 E < [ E e (o= 2) < 5l
2k+1'_ k;' 2) ~ 2

IA

sinz '

Seien nun n € N und L,:=>_ 1|e nt—el'n t| L, ist die Lange des Polygonzugs durch
die Punkte 1,ent en ...,einT_l ,el’_ siche Abb. 12.2. Dabei gilt

2
ik sk—1
el;t _ eth

elTlt(en —1)‘ =

en —1‘ (ent — 1)(e nt — 1)
t Satz 10. 0.5(b) (i)

t
=2 —2cos— = 4sin? — firk=1,....,n
n 2n

also L, = 2n|sin &=|. Man erhélt nun mit (12.2)

: t
S1n o
t
2n

lim L, = [¢| lim = |t],
n—oo n—oo

und dies ist ein Ma$ fiir die Bogenlinge von 1 bis e*. Es folgt insbesondere:

« 7 ist die Lange des Viertelkreisbogens.
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Abbildung 12.3.: Graph von arccos Abbildung 12.4.: Graph von arcsin

o 27 ist der Umfang von S?.
Die Zahl t selbst nennt man in diesem Zusammenhang Winkel im Bogenmafs.

Satz und Definition 12.8 (Arcusfunktionen). Die Funktionen

cos: [0,7] — [—1,1] und sin: [—g, g} — [-1,1]
sind bijektiv mit stetigen Umkehrfunktionen Arcus Cosinus und Arcus Sinua,
) T m
arccos: [—1,1] — [0, 7] und arcsin: [—1,1] — [—5, 5} .

Dabei ist arccos streng monoton fallend und arcsin streng monoton wachsend (siehe
Abb. 12.3 und 12.4).

Beweis. Nach Bemerkung 10.4(b) ist cos(R) C [—1, 1] und sin(R) C [—1, 1]. Da ferner

cos0=1= sing und cosm = —1 =sin (—%) ,

folgt mit Korollar 11.3:

cos([0,7]) = [~1,1] = sin ([_g g]) .

Zudem ist

s cos|jo,x streng monoton fallend nach Satz 12.6(b), also auch die Umkehrfunktion
arccos;
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. sin|[_£ 2] streng monoton wachsend nach Satz 12.6(d), also auch die Umkehrfunk-
272
tion arcsin.

Die Stetigkeit von arcsin und arccos folgt schliellich aus Satz 11.6. ]

Satz und Definition 12.9. Die Abbildung
P: (0,00) x (—m,m] = C\ {0}, P(r,p) = re'? = r(cos ¢ + isin p),
ist bijektiv mit Inverser

Q: C\ {0} — (0,00) x (—m, ], Q(z) = (|z],arg 2),

wobei R
ez
arccos ﬁ’ falls Im z > 0,
z
arg z :=
ez
— arccos ﬁ, falls Tm z < 0,
z

das Argument von z heifft.

Beweis. Sei zunéchst (r, @) € (0,00) x (—m, 7] gegeben. Wir setzen z := P(r,p) = re'?.
Dann ist |z| = r|e?| = r > 0 und Im z = rsin ¢, also

Imz>0 < ¢>0.

Fir ¢ € (—m,0) ist arccos(cos(yp)) = arccos(cos(—yp)) = —p. Es folgt daher

() arccos(cos ) = @, falls Im z > 0,
a —=
e —arccos(cosp) = ¢,  falls Imz < 0.

Dies zeigt (Q o P)(r,¢) = Q(2) = (r,¢). Sei nun z € C\ {0} gegeben. Wir setzen
r:=|z| >0, ¢ := arg(z) € (—m, 7] und w := (P o Q)(z) = re'¥. Zu zeigen ist w = 2.
Dabei gilt |w| = r = |z| und

Rez
Rew :rcosg0:7"|— = Rez,
z

also auch
(Imw)? = |w|* — (Rew)? = |2]* — (Re2)?* = (Im 2)*.

Nach Definition von arg und wegen arccos(t) € [0, 7] fir ¢ € [—1, 1] gilt schlieflich
Imz>0 < ¢el0,r] & sinpg>0 < Imw>0,

also folgt auch Imw = Im z und somit w = z. O
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Abbildung 12.5.: Polarkoordinaten von z = re'?

Bemerkung 12.10 (Wichtig). (a) Nach Satz und Definition 12.9 kann man jede Zahl

z € C\ {0} in eindeutiger Weise als z = re'¥ mit r > 0 und ¢ € (—m, 7] schreiben.
Diese Schreibweise nennt man Polarkoordinatendarstellung von z, und die Zahlen
r = |z| und ¢ = arg(z) nennt man die Polarkoordinaten von z, siche Abb. 12.5. So
ist z.B. die Polarkoordinatendarstellung von z = 1 + iy/3 gegeben durch 2e'5. Um
dies zu sehen, zeigen wir zunéchst:

1 V3 T 1 1 3

(12.3) e's = 3 + i also cosg =3, sing=-—r-
Sei dazu w := €'5. Dann gilt w® = e™ = —1, also
(12.4)

O=w’+1=(w+1)(w*—w+1)=(w+1) <w—1+i£) (w—1—1§>.

2 2 2 2
Ferner ist Imw = sin§ > 0 geméf Satz 12.6(b). In (12.4) sind also auf der
rechten Seite die ersten beiden Faktoren nicht Null. Somit muss der letzte Faktor
verschwinden, d.h. es gilt w = § + 1%57 wie in (12.3) behauptet. Aus (12.3) folgt
dann direkt z = 2w = 2e'5.

Wegen Korollar 12.5(b)(i) haben wir mit (a)

1 —_— —_—— — P —_—— f— _— —
S 6 COS 6 B COSs 3 COS 3 5

und
T <7r 7r) B < 7r> B 0
sin— =cos|—— =) =cos|—— ) = cos —.
4 4 2 4 4
Zusammen mit sin® z + cos? z = 1 erhalt man die folgende, leicht zu merkende

Tabelle spezieller Werte der Winkelfunktionen in [O, %}
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(c)

~

—e

Abbildung 12.6.: Multiplikation von z und w in Polarkoordinaten

™ s s ™
0 6 4 3 2

sin | Y0 v V2 V3 V4
2 2 2 2 2

cos | ¥4 3 2 V1 N0
2 2 2 2 2

Zur geometrischen Deutung der Multiplikation in C: Seien w = €%, 2 = rye'¥2 €
C mit ry,7o > 0 und ¢,y € R. Dann ist zw = rreel®1te2) qh. die Betrage
werden multipliziert und die Argumente (,,Winkel*) addiert, siche Abb. 12.6. Die
Multiplikation mit e, ¢ € R entspricht also einer Drehung um den Winkel ¢ mit
Drehzentrum 0.

Nach Korollar 9.7(a) ist exp(C) C C\ {0}. Tatsachlich gilt exp(C) = C\ {0}, denn
nach Satz und Definition 12.9 lédsst sich ein beliebiges Element z € C\ {0} eindeutig
schreiben als

z = re¥ = et mit (r,¢) € (0,00) x (=7, 7] und a :=logr € R.
Dies zeigt sogar, dass die Exponentialfunktion den , Streifen®
T={:eC|-nrm<Imz<7} CC

bijektiv auf C \ {0} abbildet. Aus der 2wi-Periodizitéit (siche Satz 12.4(b)) kann
man schliellich folgern, dass die Exponentialfunktion alle Streifen der Form

Thn:={z€C|A<Imz<A+2r} und T*:={zcC|A<Imz<\+2r}

mit A € R bijektiv auf C \ {0} abbildet. Abb. 12.7 verdeutlicht, wie die Exponenti-
alfunktion zur reellen Achse parallele Streifen abbildet.
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Abbildung 12.7.: Abbildungsverhalten der Exponentialfunktion
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13. Funktionengrenzwerte

Definition 13.1. Sei D C C.

(a) Ein Punkt a € C heiBt Haufungspunkt von D, wenn es eine Folge (z,), in D \ {a}
gibt mit lim,, ., 2, = a.

(b) Seien f: D — C eine Funktion und a ein Haufungspunkt von D. Existiert eine
Zahl A € C derart, dass lim, o f(z,) = A fir jede Folge (2,), in D \ {a} mit
lim,, ,+ 2z, = a gilt, so schreiben wir

lim f(z) = A oder f(z) = A fir z — a.

zZ—a

Wir nennen dann A den Grenzwert von f im Punkt a.

Beispiele 13.2. (a) Ist I C R ein nicht-entartetes Intervall (d.h. I besteht aus mehr
als einem Punkt), so ist jeder Punkt a € I und jeder Randpunkt von [ ein
Héaufungpunkt von I.

(b) Die Menge Z besitzt keine Haufungspunkte.
c) Ist =3 |ne , SO 1st er einzige Hautungspunkt von M.
Ist M 711 N ist 0 der einzige Hauf k M

(d) Offensichtlich ist 0 ein Haufungspunkt von C\ {0}. Seien nun f,g: C\ {0} — C
definiert durch f(z) = % und g(z) = ¥22. Dann ist

(i) lim,0 f(2) =1, denn fiir z € C mit 0 < |z| < 1 gilt

> Zk_l
; k! _1‘:

-1

HORSIE >
k=2 ’

=1
< |z|25=|z|<e—2> < z].
k=2

(ii) lim, 0 g(2) =1 wegen (12.2).

(e) Sei f: R\ {0} — R definiert durch f(z) = sin +. Dann existiert lim,_,o f(x) nicht,
denn die Folgen (=) und (ﬁ) sind beides Nullfolgen in R \ {0}, aber
™\ 2N 3 n

n—00 ™ n— o0

lim f<i> = lim sin(mn) =0

und lim f((;) = lim sin (27m + E) =1
™
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(f) Sei f: R — R definiert durch f(z) = [1 — |z|], wobei [-] hier die Gauklammer
bezeichne. Dann gilt lim, o f(z) =0 # 1 = f(0).

Satz 13.3. Seien D C C, f: D — C eine Funktion, a € C ein Hdufungspunkt von D
und X\ € C. Dann sind dquivalent:

(i) lim,, f(2) = A.

(ii) Fir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0 so, dass

|[f(z) = Al <e  firalleze D\ {a} mit |z —al <9.

(iii) Die Funktion

f:iDufa}=C, f(z):{f@’ z€ D\ {a},

A, z =a,
18t stetig in a.

Beweis. (i) = (ii)“: Angenommen, (ii) wére falsch. Dann gébe es ein € > 0 und fir
jedes n € Nein z, € D\ {a} mit |z, —a| < £ und |f(z,) — A| > €. Dies widerspricht (i),
da lim,,_.o 2, = a.
(i) = (iii)“: Dies folgt direkt aus Satz 10.13.
L(iil) = (1)“: Sei (2,)n eine Folge in D\ {a} mit lim, ., 2, = a. Da f in a stetig ist,
gilt
lim f(z,) = lim f(z,) = f(a) = \.

n—oo n—oo
Es folgt lim,_,, f(2) = . O
Korollar 13.4. Set D CC, a€ D und f: D — C eine Funktion. Dann gilt:
(a) Ist a kein Haufungspunkt von D, so ist [ stetig in a.

(b) Ist a ein Haufungspunkt von D, so ist f genau dann stetig in a, wenn lim,_,, f(z) =

f(a) gilt.
Beweis. (a) ist klar nach Definition. (b) folgt direkt aus Satz 13.3. O

Bemerkung 13.5. Sei D C C, und sei a € C ein Haufungspunkt von D. Seien ferner
f,9: D — C Funktionen derart, dass X := lim, ,, f(z) und p := lim,_,, g(z) existieren.
Dann gilt:

() lim.sa(f(2) +9(2)) = A+ p,
(b) Tim—a f(2)g(2) = Au,

(c) Ist u #0, SO( i)st a auch ein Haufungspunkt von D, := {z € D | g(z) # 0}, und es
f2) _ A

g(2) e

gilt lim,_.,
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(d) Ist h: f(D)U{A} — C eine in X stetige Funktion, so ist lim,_,, h(f(2)) = h()).

Der Einfachheit halber betrachtet man fiir reellwertige Funktionen auf Teilmengen
von R auch Haufungspunkte und Grenzwerte, die im Unendlichen liegen, sowie einseitige
Grenzwerte:

Definition 13.6. Seien D C R und f: D — R eine Funktion.

(a) Ist a € R ein Haufungspunkt von D, so schreibt man

lim,_,, f(z) = oo, falls lim,, . f(z,) = oo fiir alle Folgen (z,), in D \ {a}
mit lim,,_, =, = a.

lim,_,, f(x) = —o0, falls lim,,_,, f(x,) = —oc fir alle Folgen (z,), in D\ {a}
mit lim,,_, =, = a.

(b) Ist ¢ € RU{+£o0}, so definiert man die einseitigen Grenzwerte von f bei a wie

folgt:

lim, .+ f(x) = ¢, falls a ein Héufungspunkt von D N (a,00) ist und
lim,, o f(x,) = c fur alle Folgen (z,,), in DN(a, o) gilt, die lim, o z, = a er-
filllen. Alternative Schreibweisen: limzoa f(x) oder limg\q f(2) (rechisseitiger
Grenzwert).

lim, ,— f(x) = ¢, falls a ein Haufungspunkt von D N (—oo,a) ist und
lim,, o f(x,) = c fir alle Folgen (x,,), in DN (=00, a) gilt, die lim, , =, = a
erfiillen. Alternative Schreibweisen: lima—a f (x) oder limg », f(x) (linksseitiger
Grenzwert).

(c) Ist c € RU{%o0}, so schreibt man

lim, , f(z) = ¢, falls lim, . f(z,) = c fur alle Folgen (z,), in D mit
lim,, .o x, = oo und falls mindestens eine solche Folge existiert.

lim, ,  f(z) = ¢, falls lim,_, f(z,) = c fir alle Folgen (x,), in D mit
lim,, .o, x, = —oco und falls mindestens eine solche Folge existiert.

Bemerkung 13.7. Wie in Satz 13.3(ii) kann man auch die Grenzwerte +oo und
Grenzwerte bei +00 mit Hilfe von Umgebungen charakterisieren: Falls a € R liegt, so
gilt lim, ., f(x) = oo genau dann, wenn zu jedem M € R ein € > 0 existiert, so dass
f(z) > M fir alle x € (a — €,a + ¢) gilt. Andererseits gilt lim,_,~, f(z) = a genau dann,
wenn fiir alle € > 0 ein M € R existiert, so dass |f(z) — a| < ¢ fiir alle € [M, c0) gilt.
Enntsprechendes gilt fiir —oo und fiir Kombinationen dieser verschiedenen Félle.

Satz 13.8. Seien D C R und a ein Haufungspunkt sowohl von D N (—oo,a) als auch
von DN (a,00). Sei f: D — R eine Funktion. Es gilt dann: lim,_,, f(x) existiert genau
dann, wenn die einseitigen Grenzwerte von f bei a existieren und tbereinstimmen. Tritt
dieser Fuall ein, dann gilt

(13.1)

lim f(z) = $£?+f(x) = lim f(x).

T—a T—a—
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Beweis. ,=“: trivial. ,<*: Sei ¢ == lim,_,,+ f(z) = lim,, f(x) € RU{xoo}.

1. Fall: ¢ € R. Sei ¢ > 0. Dann existieren nach Satz 13.3 61,2 > 0, so dass | f(x)—c| < ¢
fiir alle 2 € DN ((a— 61, a)U(a, a+d3)) gilt. Mit § :== min{dy, 6>} folgt also | f(z) —¢| <&
fir alle z € DN ((a — 6,a) U (a,a+ 6)). Dies liefert (13.1).

2. Fall: ¢ = +00. Analog zum 1. Fall unter Verwendung von Bemerkung 13.7. O]
Beispiel 13.9. (a) Sei f: (0,00) — R definiert durch f(z) = . Dann gilt lim,_ f(z) =

oo. Fiir die Funktion g: R\ {0} — R, g(z) = 1, existiert lim,_,o g(z) nach Satz 13.8

jedoch nicht, denn lim, ,o; g(x) = 400, aber lim, ,o_ g(z) = —oc.
(b) Es gilt lim, 4 % =0.
(c) Fir alle @ € R gilt lim, z—j =0.

Beweis. Sei m € N mit m > a + 1. Dann gilt
rm xa+1

et > — >

—m!l T ml!

also 0 < £ < ™ fiir £ > 1. Da lim, o 1 = 0 gilt, folgt auch lim, oo & = 0. O

firz > 1,

(d) Fir a € R, a > 0, gilt lim,_,o, 2* = 0, wobei die a-te Potenz von z > 0 wie in
Definition 11.12 durch z* := exp(«alog z) definiert sei. Wahlt man namlich n € N
mit % < a,s0ist 0 < 2% < T = W fir < 1, wobei aufgrund der Stetigkeit
der n-ten Wurzel gilt: /z — /0 = 0 fiir + — 0+. Es folgt lim,_,o, 2% = 0, wie
behauptet, und daher setzt man auch 0% := 0 fir « € R, o > 0.

(e) Es gilt lim, o logx = co. Sei ndmlich (x,,), eine Folge in (0, co) mit x,, — oo, und
sei k € R beliebig. Dann existiert ng € N mit x,, > e” fiir n > ng, also logz, > &
fiur n > ng.

(f) Aus (e) folgt

. . 1 :
}L%L logx = mh_)rgolog o= Ih_}rrolo(—log T) = —00.

(g) Fir a > 0 gilt lim, ,,, v~ *logx = 0. Ist ndmlich (z,), eine Folge in (0, c0) mit
x, — 00, so folgt gemaf (e)

Yn = alogx,, — 00 fir n — oo,
also . .
e "Yp .
lim z,“logx, = lim Yo _ 2 fim Y9 0.
n—o00 n—o00 o o y—oo ey
Ferner liefert der Ubergang von x zu %
1
limz®logr = lim x™%log — = — lim ™% logx = 0.
30 e v e

(h) Aus (g) und der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt

lim 2% = lim 187 = ¥ = 1.
x—0 x—0

>0 x>0
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14. Differentiation

Definition 14.1. Seien D C R, f: D — R eine Funktion und a € D.

(a) Wir definieren den Differenzenquotienten von f bei a durch

Sof: D\ {a} = R, Saf(x) := M.

r—a

Geometrische Bedeutung von S, f(x) (siehe Abb. 14.1):
» Sekantensteigung von f tiber a und z.

o Mittlere Steigung von f zwischen a und z.

(b) f heiBt differenzierbar in a, wenn a ein Haufungspunkt von D ist und der Grenzwert

f'(a) := lim S, f(z) = lim f@) = fla) _ . flath)—f(a)

T—a r—a Tr— a h—0 h

existiert. Bei der letzten Darstellung beachte man, dass der Quotient nur fir h € R
mit h # 0 und a+h € D definiert ist. Im Falle der Existenz heifit f'(a) die Ableitung
von f in a.

Interpretation (siche Abb. 14.2):
o Tangentensteigung von f bei a.

« Lokale Anderungsrate von f bei a.

(c) f heiBt differenzierbar auf D, wenn f in allen Punkten aus D differenzierbar ist. In
diesem Fall nennt man die Funktion

D —R, ar f'(a)
die Ableitung von f.

(d) Ist f differenzierbar und f’: D — R stetig, so nennt man f stetig differenzierbar.
Man setzt
CYD) :={f: D — R| f ist stetig differenzierbar}.

Beispiele 14.2. (a) Seien ¢,d € R und

f:R—=R, flx)=cx+d (affin lineare Funktion)
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1> Sekante mit f b f
Steigung S, f(z)
f@)t |
Tangente mit
Steigung f'(a)
fat NS fla)g
O ! AN O \‘\ \
T 7 ' T [4
a x y a

Abbildung 14.1.: Sekantensteigung
als  Differenzen-
quotient

Abbildung 14.2.: Tangentensteigung
als Grenzwert der
Sekantensteigun-
gen

Dann ist f stetig differenzierbar mit f’(a) = ¢ fiir a € R. Im Spezialfall ¢ = 0 (d.h.
f konstant) folgt f' = 0.

Hier und im Folgenden verwenden wir das Gleichheitssymbol =, um
auszudriicken, dass zwei auf der gleichen Menge definierten Funktionen in

allen Punkten dieser Menge denselben Wert annehmen. f’' = 0 bedeutet
also: f'(z) =0 fiir alle z € R.

(b) Die Funktion exp: R — R ist stetig differenzierbar mit exp’ = exp.
Beweis. Sei a € R. Dann gilt
ea+h a

: — e Satn94 .. €' —1 Beispicle 13.2(d)
lim —— =" e%lim =
h—0 h h—0 h

e’ 1=e"
Also ist exp in a differenzierbar mit exp’(a) = expa.

(c) Die Funktion sin: R — R ist stetig differenzierbar mit sin’ = cos.

Beweis. Sei a € R. Dann gilt

’ sinx — sina  Satz 10.5(b) y T+ a\ SIn 5% Beispicle 13.2(d) 1
zl{)I(l1 ﬁ = 11m COS T—a = cosa -
2

T—ra

Also ist sin in @ differenzierbar mit sin’(a) = cosa.
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(d) Die Funktion ||: R — R ist nicht differenzierbar in 0, denn x,, := (—1)"+ — 0 fiir
n — oo, aber
ol = 0]l _

O g
p— . (—1) ir n € N,

und diese Folge konvergiert nicht. Die Einschrénkungen
|]: [0,00) = R und |-|: (—00,0] = R
sind jedoch in 0 differenzierbar!

Bemerkung 14.3 (Wichtig). Seien D C R, a € D und f: D — R differenzierbar in a.
Dann ist die Funktion

Saf<x>7 x#a,

nach Satz 13.3 stetig in a. Ferner gilt
f@) = fla) + ¢(x)(x —a)  firzeD,
also ist auch f in a stetig.

Satz 14.4 (Ableitungsregeln). Seien D CR, a € D, f,g: D — R in a differenzierbare
Funktionen und A € R. Dann gilt:

(a) f+g: D — R ist differenzierbar in a mit (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
(b) Af: D — R ist differenzierbar in a mit (Af) (a) = Af'(a).

(¢) fg: D — R ist differenzierbar in a mit (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) (Produkt-
regel, Leibnizregel).

(d) Ista€ D, :={x € D|g(x)# 0}, so ist auch g: D, — R in a differenzierbar mit

([)%a)ztfﬁwgm)—fng%w'

9

Beweis. (a) und (b) folgen direkt aus der Definition.
Zu (c): Dies folgt, da

f(x)g(x) — fla)g(a) _ f(x) — f(a)

Tr —a Tr —a r—a

Hier haben wir verwendet, dass g nach Bemerkung 14.3 in a stetig ist.
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Zu (d): Da g gemafi Bemerkung 14.3 in a stetig ist, mit g(a) # 0, ist a auch ein
Héufungspunkt von D,. Ferner gilt
11 /
@ g _ 1 gl@)—gla)  g'a)

T —a g(x)g(a) T —a g(a)? fir v = a, w € Dy \ {a},

und somit ist é in a differenzierbar mit

Qo=

Mit (c) folgt dann die Differenzierbarkeit von § in a mit

N ! N Pl f@d)  Fa)gla) - Fla)g(a)
(§> (@ *”‘”( > @ =% ~ “gar -

wie behauptet. O
Beispiel 14.5. (a) Fur n € Ny ist
fu: R =R, fo(z) = 2",

differenzierbar, mit f/(x) = nz"! fir x € R, n € N, und f,' = 0. Dies ist klar fiir
n = 0,1 (siehe Beispiele 14.2(a)) und folgt induktiv aus Satz 14.4(c) fiir n € N,
n > 2:

fal@) = (fifa)' (@) = 1+ foma(@) + - frog(z) = 2"+ 2(n — 12" = na"™!
fir z € R.
(b) Firn € Z, n <0, ist
for RA{O} =R, fu(z) = 2"

differenzierbar mit f!(z) = nz"! fir x € R\ {0}. Setzt man ndmlich m := —n, so
folgt mit (a) und Satz 14.4(d):

=—ma ™ =na"t firz e R\ {0}.
Satz 14.6 (Kettenregel). Seien Dy, Dy C R, a € Dy sowie f: D1 — R, g: Dy — R

Funktionen mit f(D1) C Dy und derart, dass f in a und g in f(a) differenzierbar ist.
Dann ist auch go f: D;y — R in a differenzierbar mit

(go f)(a) =d'(f(a))f (a).
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Beweis. Da g in f(a) differenzierbar ist, ist die Funktion

9(y) — g(f(a))
v: Dy — R, v(y) = y—fla)

stetig in f(a). Ferner gilt
9(f(@)) —g(f(a)) _

T —a Tr—a

wobei

lim y(f(z)) = 7(f(a)) = ¢'(f(a)) und lim

T—a r—a r—a

gilt. Es folgt

r—a T — Qa

wie behauptet. O

Beispiel 14.7. (a) Nach Korollar 12.5 ist cos = sinof: R — R mit f: R — R definiert
durch f(z) =z + . Nach Beispiele 14.2 sind sin und f differenzierbar, also nach
Satz 14.6 auch cos mit

cos'(x) = sin’(f(x)) f'(x) = cos(z + g) 1= —sin(z) firzeR.

Weitere Beispiele zur Kettenregel folgen spéter, siehe z.B. Beispiel 14.10(b).

(b) Wir betrachten die Funktionen

tan: (—z7 E) — R, tanz = 0 (Tangens)
22 cosx
und cos T
cot: (0,m) = R, cot x == — (Kotangens).
sin x

GemésB (a) und Satz 14.4(d) sind dann tan und cot differenzierbar, wobei

fan () = sin’(z) cos x — cos/(z) sin x _ cos? r + sin’ x _ 1 P (—E, ™
cos? x cos? x cos?x 272

und (&dhnlich)
cot'(z) = — fur z € (0,7)

gilt.
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Bemerkung 14.8 (zu alternativen Bezeichnungen). Ist D C R und f: D — R differen-
zierbar, so schreibt man auch - f(z) anstelle von f'(z). Dies ist irrefithrend, denn hier
steht x einerseits fiir die Variable, nach der differenziert wird, und andererseits fiir den
Punkt, an dem die Ableitung ausgewertet wird.

Allerdings ist die Schreibweise praktisch bei der Anwendung der Kettenregel. So kann
man z.B. Beispiel 14.7(a) so abkiirzen:
d d d
T COST = sin(x—i-g) = Sin’(x—i-g)% <x+g) = cos(a:—kg) ‘1= —sinz firxeR.
Ist aber a € D fest gewéhlt, so kann man nicht % f(a) anstelle von f’(a) schreiben. In

diesem Fall schreibt man %(a) oder %

Satz 14.9 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei I C R ein Intervall, f: I — R streng
monoton und a € I so, dass f in a differenzierbar ist mit f'(a) # 0. Dann ist f~1: f(I) —
I iny = f(a) differenzierbar, mit

(F )y = ! !

fla) ~ U )
Beweis. Sei (y,)n eine Folge in f(I)\ {y} mit lim, o y, = y, und sei x, :== f~1(y,) €

I'\ {a} fiir n € N. Die Bemerkung nach Satz 11.6 zeigt, dass f~! stetig ist. Somit folgt
lim,, o T, = @ und

-1 _ -1 _ _ -1 1
lim S ) = 7 W) — lim % <lim Slan) = fla) f(a)) = .
n—00 Yn — Y n—oo f(x,) — f(a) n—o0 Ty —Q f'(a)
Also ist f~! in y differenzierbar mit (f~1)(y) = f,%a). ]
Beispiel 14.10. (a) Nach Satz 14.9 ist log: (0, 00) — R differenzierbar mit
1 1 1

=— fiur y € (0, 00).

1/ = =
8 W) = pllogy) ~ expllogy)  y

(b) Sei & € R und h: (0,00) — R definiert durch h(z) = x®. Dann ist h = exp of mit
f:(0,00) = R, f(x) = alogz. Also ist h differenzierbar mit

(67

W(x) = exp/(f(2))f () = exp(f(2)) S = aa ",

T

(c) Nach Satz 14.9 ist arcsin: (—1,1) — R differenzierbar mit

arcsin’(y) ! !
1 = =
Y= S (arcsiny)  cos(arcsiny)

1 1
\/1 — sin?(arcsin y) a V1—12

Hier haben wir im dritten Schritt verwendet, dass arcsiny € (-7, §) und somit
cos(arcsiny) > 0 fur y € (—1,1) gilt.

fiir y € (—1,1).
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Korollar 14.11. Fir x € R ist e” = lim,, (1 + 2)".

Beweis. Ohne Einschrankung gelte x # 0. Sei x,, := 1+ * fiir n € N. Dann ist z,, > 0
fir n > —x und lim,,_,o, z, = 1. Es folgt

eispie . 1 n — 1 1 1 .
1 Pespd o log'(1) = lim 8T 7081 _ 2 fim nlog (1 + f) ,
n—00 T, — 1 T n—00 n
also .
lim nlog (1 + —) =z
n— o0 n
und damit \n
¢ = lim ¢"°8(14%) = 1im <1 + —>
n—o00 n— 00 n
aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion. O]

Definition 14.12. Sei D C R und f: D — R eine Funktion. Ein Punkt x € D heifit
(a) lokales Minimum von f, wenn es € > 0 gibt mit f(y) > f(z) fir alle y € DNU(z).

(b) striktes lokales Minimum von f, wenn es € > 0 gibt mit f(y) > f(x) fir alle
ye DNU(z), y # x.

(c) lokales Maximum von f, wenn es € > 0 gibt mit f(y) < f(x) fir alle y € DN U.(z).

(d) striktes lokales Maximum von f, wenn es ¢ > 0 gibt mit f(y) < f(z) fir alle
ye DNU(z), y # x.

(e) lokales Extremum von f, wenn x ein lokales Minimum oder Maximum von f ist.

Satz 14.13. Seien a,b € R, a < b, und sei x € (a,b) ein lokales Extremum einer
Funktion f: (a,b) — R, welche in x differenzierbar ist. Dann gilt f'(x) = 0.

Beweis. Ohne Einschrankung sei = ein lokales Minimum von f. Dann existiert € > 0 mit
(x —e,x+¢) C(a,b) und f(y) > f(x) fur alle y € (x — ¢, + ¢). Insbesondere ist

flx+5) = fx)

Cp 1= = >0 und d,:= - <0 fir n € N.
on T on
Es folgt
0< lim ¢, = f'(z) = lim d, <0,
n—oo n—oo
also f'(z) = 0. O

Satz 14.14 (Mittelwertsatz). Seien a,b € R, a < b und f: [a,b] — R eine stetige
Funktion, welche in (a,b) differenzierbar ist. Dann existiert ein § € (a,b) mit

o= 101

(siehe Abb. 14.3). Im Spezialfall f(a) = f(b) existiert £ € (a,b) mit f'(§) =0 (Satz von
Rolle).
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f(a)]

f(?

Abbildung 14.3.: Mittelwertsatz

Beweis. Sei I := [a, b].

1. Spezialfall: Es gelte f(a) = f(b). Nach Satz 11.1 existieren z,y € I mit f(x) = min f(I)
und f(y) = max f(I).

Ist f nicht konstant, so gilt

flz) < fla) = f(b)  oder  f(y)> f(a) = f(b).

Im ersten Fall ist € (a,b) und somit f/(x) = 0 nach Satz 14.13, im zweiten Fall ist
y € (a,b) und f’(y) = 0. Ist schlieBlich f konstant, so ist f* = 0 auf (a,b).

2. Allgemeiner Fall: Die Funktion
f(b) = f(a)

b—a
erfilllt g(a) = g(b). Nach 1. existiert also £ € (a,b) mit 0 = ¢'(§) = f'(§) — w O

Korollar 14.15. Seien I C R ein Intervall mit Randpunkten a,b € RU{xoo}, a < b,
sowie f: I — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gilt:

g:la,b] =R, g(x) = f(x) — (x —a),

(a) f'(x) >0 fir z € (a,b) & f monoton wachsend

(b) f(z) >0 firz € (a,b) =  f streng monoton wachsend
(c¢) f'(x) <0 firxz € (a,b) & f monoton fallend

(d) f'(z) <O firx € (a,b) = f streng monoton fallend.
(e) f'(z) =0 firxz e (a,b) & f konstant

Beweis. Zuerst zu (b): Seien x,y € I mit # < y. Nach Satz 14.14 und der Voraussetzung
existiert ein & € (a,b) mit f(y) — f(z) = f'(§)(y—x) > 0. Es folgt, dass f streng monoton
wachst. Analog beweist man (d) sowie die Richtung ,,=*“ von (a) und (c).

Nun zu (a) ,,<*: Sei f monoton wachsend, und sei = € (a,b). Dann ist w >0
fir y € I'\ {z}, also f'(z) > 0. Analog beweist man (c) ,,<=*“ Schlielich folgt (e) direkt
aus (a) und (c). O
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Abbildung 14.4.: Lokale Extrema

Bemerkung 14.16. (a) Die Umkehrungen von Korollar 14.15(b) und (d) gelten nicht.
Zum Beispiel ist die Funktion f: R — R, f(z) = 23 streng monoton wachsend,
aber f'(0) = 0.

(b) Seien I C R ein Intervall und f: I — R differenzierbar. Nach Korollar 14.15 kann
man am Vorzeichenverhalten von f’ ablesen, welche Punkte als lokale Extrema von
f in Frage kommen. Oft kann man so auch (im Falle der Existenz) die globalen
Eztremwerte min f := min f(I) und max f := max f(/) bestimmen.

Beispiel 14.17.  (a) Sei f: R — R definiert durch f(z) = 2* — 32 — 42% + 1. Dann
ist f differenzierbar nach Satz 14.4 (a)—(c), wobei

<0 fir z < —1,
>0 firze (—1,0),
<0 furze(0,2),
>0  firz e (2,00).

f'(z) = 42® — 42 — 87 = da(x + 1)(x — 2)

Mit Korollar 14.15 folgt (siehe Abb. 14.4):
e —1 und 2 sind strikte lokale Minima von f.

o 0 ist ein striktes lokales Maximum von f.
e ming f = min{f(—1), f(2)} = min{—%, —?} = _%,

(b) Seien p € (1,00) und ¢ := 25 € (1,00), d.h. man hat 5 + ¢ =1 (in diesem Fall

p—1
nennt man p und g konjugierte Exponenten). Dann gilt die wichtige Youngsche
Ungleichung
a? b
(Y) ab < — 4+ — fir a,b0 > 0.
p q
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Un dies zu beweisen, halten wir a > 0 fest und definieren

f:]0,00) = R, f(a:):ax—%q.

Dann ist f differenzierbar mit

f'(:c):a—qu{ >0 fur x € (0,ac71),

<0 fir x € (aﬁ,oo).

Nach Korollar 14.15 ist f streng monoton wachsend in (0, aﬁ) und streng monoton
fallend in (aq—%, 00). Also nimmt f in a1 = a7 ein globales Maximum an. Fur
alle b € [0, 00) gilt also

q » p p 1 p
ab—%:f(b)gf(aq):aq“—%:ap<1——) =L

Da dies auch im Fall a = 0 gilt, folgt (Y).

Bemerkung 14.18. Die Funktion aus Beispiel 14.17(a) nimmt kein globales Maxi-

mum, die Funktion aus Beispiel 14.17(b) kein globales Minimum an. Dies lasst sich

am asymptotischen Verhalten der Funktionen an den Réndern der Definitionsbereiche
ablesen.

Satz und Definition 14.19. (a) Die Funktion tan: (—5,%) — R ist bijektiv und
streng monoton wachsend. Die Umkehrfunktion Arcus Tangens arctan: R —
(=35, %) ist differenzierbar mit arctan’(z) = ﬁ fir x € R.

(b) Die Funktion cot: (0,7) — R ist bijektiv und streng monoton fallend. Die Um-
kehrfunktion arccot: R — (0,m) ist differenzierbar mit arccot'(x) = —t fiir
r € R.

Zur Darstellung der Graphen dieser Funktionen siche Abb. 14.5.

Beweis. (a): Geméif Beispiel 14.7(b) ist tan stetig differenzierbar mit tan’(z) = —4— > 0

cos?(z)
T

fir v € (=73, 5). Also ist tan streng monoton wachsend gemaf Korollar 14.15 und somit

injektiv. Des Weiteren gilt

lim tan(z) = —o0 und lim tan(z) = oo,
-3 T

und mit dem Zwischenwertsatz (oder direkt mit Satz 11.6) folgt die Surjektivitat von
tan. Ferner ist die Umkehrfunktion arctan gemafl Satz 14.9 differenzierbar mit
1

arctan’(y) = tan (arctan(y)) cos®(arctan(y))

1 1
1 +tan?(arctan(y)) 1+ y2

fir y € R.
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Abbildung 14.5.: tan, cot und ihre Umkehrfunktionen

(b): Fiir z € (0, 7) gilt geméf Korollar 12.5

_cos(z) _sin(:c —
cot() = sin(z)  cos(x —

SENNIE]
S~— | ~—

m
= —t — — ).
an(z 2)

Damit folgen die Aussagen tiber die Monotonie und Bijektivitidt von cot aus (a). Ferner
folgt

arccot y = arctan(—y) + g fiur y € R,

also ist arccot auch differenzierbar, wobei nach Kettenregel

1
arccot’y = —arctan’(—y) = ——— fir y e R
Y (—y) 155 Y
gilt. O]
Héufig kann man Grenzwerte von Quotienten des Typs ,,2=* oder ,,%“ mit dem folgenden

Hilfsmittel berechnen:

Satz 14.20 (Regeln von de I’'Hospital). Seien a,b € RU{+o0}, a < b, und f,g: (a,b) —
R differenzierbare Funktionen. Ferner habe ¢’ in (a,b) keine Nullstelle. Es gelte entweder

(i) limg—, f(z) = lim,, g(x) = 0 oder
(i) lim, ., g(z) = fo0.

Dann folgt

) e g@)’

)@
(14.1) hmg 1

T—ra

falls der letzte Grenzwert im verallgemeinerten Sinn von Definition 13.6(c) besteht. Ein
entsprechendes Resultat gilt fir die Grenzwerte, wenn x — b.

103



Zum Beweis dieses Satzes benttigen wir folgendes

Lemma 14.21 (2. Mittelwertsatz). Seien a,b € R, a < b, und seien f,g: [a,b] — R
stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein & € (a,b) mit

(f(b) = f(a))g'(€) = (9(b) — g(a)) f'(£)-

Beweis. Die Funktion

T a0 = R, 7(z) = (f(z) = f(a)(9(b) — g(a)) — (f(b) — f(a))(9(z) — g(a))

erfullt die Voraussetzung des Satzes von Rolle (siehe Satz 14.14); insbesondere ist
7(a) = 7(b) = 0. Also existiert £ € (a,b) mit

0=7'(§) = f(E)(g(b) — g(a)) = (f(b) = f(a))g'(€)-
O

Beweis von Satz Satz 14.20. Wir beweisen (14.1) parallel unter einer der Annahmen (i)
oder (ii), aber letztere nur fir den Grenzwert +oo. Der Fall —oo folgt, indem man —g
statt g betrachtet.

Weil ¢' keine Nullstelle hat, ist ¢ in (a,b) wegen des Satzes von Rolle (Satz 14.14)
injektiv und hat daher insbesondere hochstens eine Nullstelle. Indem wir b kleiner als
diese mogliche Nullstelle wahlen, kénnen wir also annehmen, dass auch ¢ keine Nullstelle
besitzt und dass daher die Quotienten f(x)/g(x) fir = € (a,b) wohldefiniert sind.

Wenn p = lim,_,, % € [—00,00) gilt, dann seien iy, ps beliebig mit gy > g > p
gewahlt. Es existiert dann ¢ € (a, b), so dass

(14.2) < fir alle x € (a,c)

gilt. Zu beliebigen z,y € (a,c) mit z < y finden wir mit Lemma 14.21 ein £ € (z,y) mit

fly) = flx)  f(€)
g(y) —g(z) g€ =

Unter der Bedingung (i) erhalten wir nach dem Grenziibergang x — a

f()

—<pu fir alle y € (a,c).
gly) = (@,¢)

(14.3)

Unter der Bedingung (ii), d.h. lim,_,, g(z) = oo nach unserer Bemerkung zu Beginn des
Beweises, halten wir y € (a, ¢) fest und wahlen ¢; € (a,y) so, dass

|f(y) — 119(y)|
M2 — [

g(x) > max{l,g(y), } fir alle z € (a, ;)
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gilt. Fur ein solches z folgt aus (14.3) zunachst f(y) — f(z) > pi(g(y) — g(z)) und

schliellich
@) ) el
9(x) g(x)
Unter beiden Bedingungen haben wir also gezeigt:
(14.4) Vs > p 3ey € (a,b) Vo € (a,¢q): % < fa.

Ist p1 = —o0 so liefert dies (14.1).
Im Falle p1 € (—o0, 00| zeigt eine analoge Betrachtung:
f(@)
(14.5) Ve < p 3y € (a,b) Vo € (a,¢q): 7(@) > 1.
Ist u = oo so liefert dies (14.1).
Fiir den Fall p € R erhalten wir aus (14.4) und (14.5)

Ve >0 de; € (a,b) Vo € (a,c1): '@—u

<e,

g(x)
indem wir einmal ps = p + ¢ und einmal py == p — € setzen. Somit haben wir (14.1)
auch in diesem Fall gezeigt. O]

Bemerkung 14.22. Zusammen mit Satz 13.8 liefert Satz 14.20 auch die folgende Aussage:
Seien a < b, ¢ € (a,b), f,g: (a,b) — R differenzierbar und ¢’ besitze keine Nullstelle
in (a,b). Ferner gelte entweder lim,_,. f(z) = lim,,. g(z) = 0 oder lim,_,. g(z) = +o0.

Dann folgt
/
lim _f(iB) = lim f/ (x>,
z=e g(x)  z—e g'(x)

falls der letzte Grenzwert im verallgemeinerten Sinn existiert.

Beispiel 14.23. (a) Gemaf Satz 14.20 gilt z.B.

. cos(5T) m . sin(5z) 7r
lim —=— = —— lim —*—~ = ——.
z—1 logx 2 z—1 = 2

(b) Anstelle von Beispiel 13.9(e) lasst sich nun mit Satz 14.20 auch direkt berechnen:

1 -
. a o logx s P . 1 . aBelSp1el_13.9(d)
lim x%logx = lim = lim —*—=—— lim x =
o—0+ a0+ 7 220+ —qr—o! v z—=0+

0

fir o > 0.
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15. Das Riemann-Integral

Im Folgenden seien a,b € R, a < b fest gewahlt und I := [a,b] C R.

Bemerkung 15.1. Eine exemplarische Ausgangsfrage der Integrationstheorie ist: Fir
welche Funktionen f: I — R kann man die Flache zwischen dem Graphen von f und
der z-Achse sinnvoll definieren und berechnen? Dabei soll die Fléiche tiber der z-Achse
mit positiven Vorzeichen und die Flache unter der z-Achse mit negativen Vorzeichen
eingehen.

Naive Idee hierzu: Man zerlege I in kleine Teilintervalle und approximiere die gesuchte
Flache durch Rechtecke tiber diesen Teilintervallen.

Die Formalisierung dieser Idee, welche auf Darboux zurtickgeht, fithrt auf das Riemann-
Integral. Wir bendtigen zunéachst einige Definitionen. Ferner vereinbaren wir folgende
praktische Schreibweisen: Ist M eine Menge und f: M — R eine Funktion, so schreiben
wir

sup f(x) oder kurz sup f anstelle von  sup{f(z) |z € M}
zeM M

und analog fiir inf, max und min.
Definition 15.2. Sei D C C und f: D — C eine Funktion.
(a) f heifit beschrankt, falls f(D) C C beschrankt ist.

(b) Ist f beschrénkt, so setzt man

[ fllo = sup| f ()]
€D

Diese Zahl nennt man die Supremumsnorm oder die co-Norm von f. Ferner setzt
man fir M C D:

O]\S/[Cf =sup{|f(z) — f(y)| |z, y € M} (Oszillation von f iber M),

sieche Abb. 15.1.

Bemerkung 15.3. Sei D C C und f: D — C eine beschrankte Funktion. Dann gilt

< < U -
o]ac\f] _O]§[Cf_2||f||oo far M C D.

Dies folgt, da

f @) = 1f W] < If @) = fWI < @]+ f W) <20l flle  fir 2,y € D.
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oscys f

Abbildung 15.1.: Zur Oszillation einer Funktion
Ist ferner f(D) C R, so ist

1o = mesc{ s 1, gt 11}

und
o&cf:skl/jpf—iﬂr}lff fir M C D.
Beweis. Leichte Ubung! O
Erinnerung: Weiterhin betrachten wir a,b € R, a < b fest und I = [a, b].

Definition 15.4. (a) Eine endliche Menge Z C [ mit a,b € Z heifit Zerlegung von I.
Man schreibt Z = {zg,...,z,} mit a = zg < x; < 23 < - -+ < x,, = b. Die Punkte
i, 1 =0,...,n heilen Teilpunkte von Z. Die Zahl

heiit Feinheit von Z.

(b) Sind Z, Z" Zerlegungen von I mit Z C Z', so heifit Z' Verfeinerung von Z. Offen-
sichtlich gilt dann §(Z") < §(Z).

Beispiel 15.5 (Aquidistante Zerlegung). Sein € Nund Z,, := {a + %(b —a) | kE=0,... ,n}
(Zerlegung von I in n gleichgrofie Intervalle, siche Abb. 15.2). Dann gilt

L D Ly, & n teilt m
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a = To I T I3 Ty =0

Abbildung 15.2.: Aquidistante Zerlegung

AN

L7 /

~

Abbildung 15.3.: Ober- und Untersumme

Ferner gilt
b—a .
— 0 fir n — oo.

5(Zn) =
Insbesondere gibt es Zerlegungen von I mit beliebig kleiner Feinheit.

Definition 15.6. Seien f: I — R eine beschriankte Funktion und Z = {x,...,z,} eine
Zerlegung von [. Sei ferner Iy, := [x)_1, 2] C I fir k =1,...,n. Dann heifit

(a) U(f, Z) = p_ (x) — zp—1) infy, f Untersumme von [ zur Zerlegung Z;

(b) O(f, Z2) = >y (xr — xp—1)sup;, f Obersumme von f zur Zerlegung Z (siche
Abb. 15.3).

Beachte: Nach Bemerkung 15.3 ist

n

O(f,2) = U(f, 2) =) (ar — Tx1) osc f.

k=1

Beispiele 15.7. (a) Sei c € Rund f: I — R definiert durch f(z) = ¢ fiir z € I, d.h.
f ist konstant. Dann ist

n

U(f,2)=O(f,2) = (wx —wr1)c = (b—a)c

k=1
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fir jede Zerlegung Z = {xo,...,x,} von I.
(b) Sei speziell I = [0, 1] und

]'7 E )
f:0,1] = R, f(z)= {07 z . ]%\ 0 (Dirichletfunktion).
Sei ferner Z = {xy,...,x,} eine beliebige Zerlegung von I und Iy := [z4_1, z] fir

k=1,...,n. Dann ist
inff=0 und supf=1 firk=1,...,n
Iy, I

da jedes dieser Teilintervalle sowohl rationale als auch irrationale Zahlen enthalt.
Es folgt U(f,Z) =0 und O(f, Z) = 1.

Randbemerkung: Die Dirichletfunktion ist in keinem Punkt aus I stetig.

(c) Sei speziell I = [0,1] und f: I — R definiert durch f(z) = 3. Vorbemerkung: Fiir
n € N erhalt man per Induktion:

(15.1) Zk3 ”+ w1

SeinunZn::{%Uf:O,...,n} fir n € N. Da

i) - ([5220)-5

firneNund k£ =1,...,n, folgt

n

O(f,Zn) Zl k_3: Zkg (151) 1 n2(n+1)2 _ (1+%)2

n n3 ni nt 4 4
k=1

und

"1 (k=13 1=, 01 1 (n—1)22 (1-21)?

7)=S"=. _ s 1 _ 1=
U, 2n) n n3 n4z n4 4 4

k=1 k=1

fir n € N.

Hilfssatz 15.8. Sei f: I — R beschrankt, und seien Z, 7' Zerlequngen von I. Dann gilt:
(a) U(f, Z2) <O(f, Z).
(b) Ist Z' eine Verfeinerung von Z und p :=|Z"\ Z|, so gilt

(15.2) U(f,2)<U(f,Z") <U(f,Z) + 2p|| fl|=0(2)
und
(15.3) O(f,Z2) 2 O(f,2") = O(f, Z) — 2p|| f||c0(2).
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Abbildung 15.4.: Untersumme der Verfeinerung einer Zerlegung

Beweis. Zunéchst zu (b): Sei Z = {xy, ..., x,}, und ohne Einschrankung sei 2’ = ZU{z'}
mit ' & Z, also p = 1. Der allgemeine Fall folgt dann induktiv durch Hinzunahme

weiterer Punkte.
Sei k € {1,...,n} der Index mit 2’ € (xp_1,xx), und sei

Iy o= [rp-, ), Ii=lmey 2] und I o= [ ).

Dann gilt (siche Abb. 15.4)
Uf,Z"=U(f,Z) = (' — zx_1) i?/ff + (xp — ) %ff — (Tp — Th_1) i?ff
k

2 [(2" = 2p-1) + (@n = @) — (21 — 2p)] inf f = 0.

Ferner ist
U(f.Z2") = U(f,Z) < (2" = 2e1)[| flloo + (2 — )| flloo + (@ — z-1) [ |0
— 22, — 1) flloo < 20I/11oc8(2).

Es folgt (15.2) fiir p = 1, und analog sieht man (15.3).
Zu (a): Sei Y := ZU Z'. Dann ist Y eine Verfeinerung von Z und von Z’; also gilt

nach Def.

(b) (b)
U(f.2) < U(LY) O(f.Y) < O(f,2).

Definition 15.9. Sei f: I — R beschrénkt.
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(a) [, f=sup{U(f,Z) | Z Zerlegung von I} heiBt Unterintegral von f.
[* [ :=inf{O(f, Z) | Z Zerlegung von I} heifit Oberintegral von f.
Beachte: Wegen Hilfssatz 15.8(a) gilt stets [ f < [7 f.

(b) f heiBt Riemann-integrierbar, wenn [ f = [* f gilt. In diesem Fall heifit [, f=
[.f= f* f das Riemann-Integral von f iiber [.

(c¢) Wir setzen R(I) := {f: I — R | f beschrénkt und Riemann-integrierbar}.

Beispiel 15.10 (Fortsetzung von Beispiele 15.7).  (a) Ist f konstant, d.h. f = ¢ auf I
mit ¢ € R, soist [ f = [ f = c¢(b— a) nach Beispiele 15.7(a), also f € R(I) mit
[, f=clb—a).

(b) Sei I =[0,1] und f: I — R die Dirichletfunktion aus Beispiele 15.7(b). Dann ist
[ f=0und [Ff=1,also f & R().

(c) Sei I =[0,1] und f: I — R, f(x) = 2. Nach Beispiele 15.7(c) ist

1—5H2 4 * 1+4)2 1
/*fZSup( 4”) =1 und /fginf( Z”) =7

neN neN

also f € R(I) mit [, f = 1.

4

Satz 15.11 (Riemannsches Integrabilitatskriterium). Sei f: I — R beschrankt. Dann

ist f € R(I) genau dann, wenn zu jedem € > 0 eine Zerlequng Z von I existiert mit
O(f.2)-U(f, 2Z) <e.

Beweis. ,=*: Sei f € R(I), und sei € > 0. Dann existieren Zerlegungen 7, Z5 von I mit

U(ﬁzl)z/f—g—/lf—g und O(f,ZQ)g/ f+%_/1f+g
Mit Z = ZlLJZQ fOlgt

Hilfssatz 15.8(b)

,<="“17Zu jedem ¢ > 0 existiert nach Voraussetzung eine Zerlegung Z von I mit
c20(1,2)-V(.2)= [ 1- [

Dies zeigt [ f < [ f. Also gilt Gleichheit, und damit ist f € R(I). O

Satz 15.12. Ist f: I — R beschrinkt und im offenen Teilintervall (a,b) stetig, so ist
feRr).

111



Beweis. Sei € > 0, und seien a/, 0’ € (a,b) mit

/

a <, a und b—b

—a < —6 < —6
6/ floo 6/ flloo

Nach Voraussetzung und Satz 11.1 ist f im Intervall [a/,V] gleichméBig stetig, also
existiert ¢ > 0 mit

If(z) — fly)| < ﬁ fur alle z,y € [/, 0] mit |z —y| < 0.
Sei nun Z' = {zq,...,z,} eine Zerlegung des Intervalls [d/, b'] mit §(Z') < ¢, und sei
Iy = [zg_1,z¢] fir K =1,...,n. Dann ist Z := Z' U {a, b} eine Zerlegung von I, und mit

Iy :=[a,d| und I, := [/, 0] gilt

O(f,Z)—U(f,Z) :Z(a:k—xk,l)olscf—ir(a’—a)olscf—ir(b—b’) osc f

k=1 In+1
€ - / ,
=30 - a) Z( — @) + 20" = @)oo + 200 = V)1 f s
< : + © + - €
3 3 3
Die Behauptung folgt nun mit Satz 15.11. u

Satz 15.13. Sei f: I — R beschrdankt. Dann gilt:

Fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0 so, dass fir jede

eR(I
/ S {Zerlegung Z von I mit 0(Z) <6 gilt: O(f, Z) = U(f,Z) < e.

Beweis. ,,<=*: folgt direkt aus Satz 15.11 und Beispiel 15.5.

»,=": Seie > 0. Nach Satz 15.11 existiert eine Zerlegung Z, mit O(f, Zo)—U(f, Zo) <
Wir setzen m := |Zy| und § := Sl

Sei Z eine Zerlegung von I mit §(Z) < 6, und sei Z' = Z U Z, sowie p := |Z'\ Z|.
Dann ist p < m, und mit Hilfssatz 15.8(b) folgt

< O(f, Zo) = U(f. Zo) + 4[| fllecmd <

£
5

+ - =c.

o ™
N ™

]

Satz und Definition 15.14 (Riemann-Summen). Sei f: I — R beschrinkt, und sei
c € R. Dann ist f € R(I) mit [, f = ¢ genau dann, wenn fir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, so dass

fir jede Zerlequng Z := {xq, ..., x,} von I mit 6(Z) < 6 und jede Wahl
von Punkten & € [zy_1,zx], k=1,...,n, gilt:

(15.4)

c= Y f&) (@ —mpn)| <
k=1
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Die Zahl 77, (&) (xr — xx—1) heiffit Riemann-Summe zur Zerlegung Z und den Stiitz-
stellen &, ...,&,.

Beweis. ,=*“: Sei ¢ > 0. Nach Satz 15.13 existiert § > 0 so, dass O(f,Z) —U(f,Z) <«
fir jede Zerlegung von I mit 6(Z) < §. Sei nun Z := {xy, ..., x,} eine solche Zerlegung,
und seien & € [xr_1, x|, kK =1,...,n beliebig gewéhlt. Da nach Voraussetzung

U(f,Z2) <e<0(f,2)

und, nach Definition von Ober- und Untersumme,

U(f.2) < Zf(ﬁk)(l"k —x41) < O(f, Z)

gilt, folgt
o= 3 J (€ en — mn)| SO, 2) - Uf,Z) <e.
k=1

,<="“: Sei € > 0 beliebig und § > 0 so gewdhlt, dass (15.4) erfillt ist. Wir wahlen eine
Zerlegung 7 := {zg,...,x,} von I mit §(Z) < 9, setzen I := [xp_1, x| und wéhlen
Punkte &, nx € [xk,l,xk}, k=1,...,n mit

€

ud  f(m) < inf f 4+ ——.
Iy, b—

—a

f(&) = sup f —
I,

Dann gilt nach Voraussetzung

n

O(£.2) < Y (F16) + = ) (o = a11) = D F(@) (@ — wir) 42 S22

k=1

und

c—2e<U(f, 7)< /*fg /*fg O(f,Z) < c+ 2.
Da € > 0 beliebig gewihlt war, folgt [ f = [ f = ¢, wie behauptet. O
Satz 15.15. Seien f,g € R(I) und o € R. Dann gilt:
(a) af € R(I) und [,(af) =a [, f.
(b) f+geRU) und [[(f+9)= [, f+ ]9
(c) Ist f < g in 1 (d.h. f(z) < g(x) fir allex € I), so folgt [, f < [, g
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(@) |f] € RUI) und | [, f| < [;I /1.
(e) fg e R(I).

Die Eigenschaften (a)—(c) kann man wie folgt zusammenfassen: Die Menge R(I) ist ein
R-Vektorraum und das Riemann-Integral [,: R(I) — R ist ein lineares und monotones
Funktional.

Beweis. (a) und (b): Es reicht zu zeigen: af +¢ € R(I) und [,(af+g) = [, f+ [, 9.
Ohne Einschrinkung sei o # 0. Wir verwenden Satz und Definition 15.14. Sei also

e > 0, und sei § > 0 so gewahlt, dass (15.4) fir f mit g1 := ﬁ und fiir g mit e := §
erfillt ist.
Sei nun Z = {xo,...,x,} eine beliebige Zerlegung von I mit §(Z) < 0, und seien

& € [xp_1,2k], K =1,...,n beliebig. Dann gilt

)(a/lf-i- /Ig) — i(af(fk) —i—g(fk))(a:k — Tp_1)
< ‘a(/lf - Xn:f(ﬁk)(a:k - :ckq))’ + ‘/Ig — Xn:g(ék)(a:k — 1)

g +8_€
| 2 T

< laf
Die Behauptung folgt also aus Satz und Definition 15.14.

(c): Dies folgt, da U(f, Z) < Ul(g, Z) und O(f, Z) < O(g, Z) fiir jede Zerlegung Z von
1.

(d): Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung und Satz 15.11 existiert eine Zerlegung Z =
{zo,...,zn}von I mit O(f, Z2)—U(f, Z) <e. Mit I}, := [xg_1, 2], k =1,...,n gilt dann
auch

O(f1.2) = U(f].2) = ;m — @-1) oscl f|
Bemerkung 15.3 n
< ) (w—ap)osef =O(f,Z2) —U(f,Z) < e.
k=1 T
Mit Satz 15.11 folgt also |f| € R(I). Wegen £f < |f] folgt aus (a) und (c) schlieBlich

ifjf = f[ +f< f1|f|’ also |f1 f} < f1|f|'

(e): Ohne Einschrankung sei || f|lco # 0 und ||g]|co 7# 0, da andernfalls f oder g die
konstante Nullfunktion ist, also auch fg. Sei ¢ > 0. Nach Voraussetzung existieren
Zerlegungen Z', 7" von I mit

9
2|9l

3

2[1lloo

O(f,Z/)—U(f,ZI) < und O(g,Z/,)—U<g,ZH) <
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Sei Z = 7Z'UZ" = {xg,...,x,} und I} := [x)_1, 2y fir k = 1,...,n. Es folgt fir
k=1,....n

oscfg— sup | f(2)g(z) — f(y)g(v)|

z,yEely

< sup (|f(@)llgl@) = g@)l + lgW)If (@) = f)]) < Iflloe 05 g + llgllos 05 f

z,y€ly

also

n

O(fg9,2) = U(f9,2) = Y (= wi-1) 05 fg
k=1

< 1 fllso Z(l‘k — T1-1) 08¢ g + [l Z(l“k — Tp-1) osc f

= Il (09, Z Z)) + HgHoo(O(ﬁ Z)-U(f.2))
< |1l (O, Z” U(g, Z”)) +llglle (O(f, 2') = U(£, 2)) <

DO | ™
DO ™
I
o

Mit Satz 15.11 folgt die Behauptung. m
Korollar 15.16 (Standardabschétzung). Ist f € R(I), so gilt | [, f| < || fllsc(b — a).

Beweis. Sei g: I — R definiert durch g(x) = || f||e fir x € I. Dann ist g € R(I) und

|f] < g, also
Satz 15.15(d) Satz 15.15(c) Belsplel 15.10(a
L7 [ [ 1 flloe(b — a). 0
I I 1

Notation 15.17. Sind a,b € R, a < b, so schreiben wir R(a, b) anstelle von R([a, b]),
und fir f € R(a,b) schreiben wir

b b
/ f oder auch / f(x)dx anstelle von f.

[a,b]
[r=-[s

Satz 15.18 (Intervalladditivitét). Seien a,b,c € R mit a < b < ¢ und f: [a,c] = R
beschrinkt. Dann gilt

Ferner sei

und [T f =0 fir ¢ € [a,b)].

f S R((l, C) g f’[a,b] € R(CL, b) und fl[b,c} € R(b7 C)7

und in diesem Fall ist [T f = fabf +f f
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Beweis. ,=*: Es gelte f € R(a,c). Sei ¢ > 0. Nach Satz 15.11 existiert eine Zerlegung
Z =A{xo,...,x,} von [a,c] mit O(f,Z) — U(f,Z) < e. Ohne Einschriankung sei b € Z,

d.h. b = x,, fiir ein m € {1,...,n — 1} (ansonsten nimmt man b hinzu; dadurch wird
O(f, Z) nicht groBer und U(f, Z) nicht kleiner).

Setzt man Z; := {xq, ..., Tm}, Zo :={xm, ..., xptund I := [xp_q1, 2% fir k =1,... n,
so folgt

NE

O(f‘[a,b]a Z1) - U(f|[a,b}7 Z1) = (l’k - Jﬁk_l) OISCf < Z(ﬂﬁk - ﬂﬁk—l) OISCf
k 1 k

i

1

O(f,Z)—U(f,Z)Sg

sowie (analog)

n

O(f|[b,c]> Zz) - U(f|[b,c]7 Z2) = Z (Jfk - 361471) OISCf < Z(xk - xkfl) OISCf <e.
k k=1 k

k=m+1

Mit Satz 15.11 folgt fljan € R(a,b) und f|pq € R(b,c).
»<" Es gelte fljp € R(a,b) und f|pq € R(b, c). Sei € > 0. Nach Satz 15.11 existieren
Zerlegungen Z; von [a,b] und Z3 von [b, c] mit

g
O(f|[a,b]7 Zl) - U(f’[a,bb Zl) S 5 und O(f|[b,c]7 Z2) - U(f|[b,c]7 ZQ) S

Mit der Zerlegung Z = Z; U Z, von [a, ¢| erhilt man

O ™

/ F 2 U 2) = Ulflass 2) + U(Flo Z)

b c
ZO(f‘[a,b],Zl)+O(f’[b,c},Z2)—52/ f_|_/b f—e¢

sowie
/ [ <O(f,2) = O(flan), Z1) + O(flp.q> Z2)

b c
< U(fliaaps Z0) + U(flpay, Zo) + € < / P+ / fte.
a b

/abf+/bcf—€§/*f§/*f§/abf+/bcf+6-

Dies liefert

Nach ¢ — 0 folgt f € R(a,c) und f:f:f:f~l—fbcf. O]
Bemerkung 15.19. Seien a,b € R, a < b und [ := [a, b]. Eine Funktion f: I — R heifit
stiickweise stetig, wenn es eine Zerlegung 7 := {zy,...,z,} von I gibt derart, dass f

auf I\ Z stetig ist und die Grenzwerte lim, ., + f(x), lim, ., f(z), k=1,...,n —1
sowie lim, .+ f(z) und lim,_,,_ f(z) existieren und endlich sind (siche Abb. 15.5). In
diesem Fall ist f beschrankt (wie man leicht sieht) und damit Riemann-integrierbar nach
Satz 15.12 und Satz 15.18.
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Abbildung 15.5.: Stiickweise stetige Funktion
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16. Integrale und Stammfunktionen

Bemerkung 16.1. Im Folgenden untersuchen wir, wie sich das Riemann-Integral unter
Variation des zugrunde liegenden Intervalls verhélt. Dies liefert uns einen Zusammen-
hang zwischen Integration und Differentiation, welcher uns ermoglicht, fiir viele stetige
Funktionen Integrale zu bestimmen.

Satz 16.2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien a,b € R, a < b, I := [a,b] sowie
f: 1 — R stetig und g € R(I) mit g > 0 in I. Dann existiert ein & € [a,b] mit

AvbzﬂGKZ-

[ r=r@0-a

Beweis. Da f stetig ist, existiert m := min; f und M := max; f. Wegen g > 0 in [ ist

Ist speziell g = 1, so folgt

mg < fg < Mg auf I,

also nach Satz 15.15(c) und (e):

b b b
m/gg/MSM/g

Somit existiert ¢ € [m, M] mit cfabg = fab fg. Nach Korollar 11.3 ist ¢ € f(I), d.h. es
gibt & € I mit ¢ = f(£). Die Behauptung folgt. O

Im Folgenden sei [ stets ein beliebiges nicht entartetes Intervall in R.

Definition 16.3. Sei f: I — R eine Funktion. Eine differenzierbare Funktion F': I — R
heiffit Stammfunktion von f, wenn F' = f gilt.

Proposition 16.4. Wenn f: I — R eine Stammfunktion I besitzt, soist {F'+ C'| C' € R}
die Menge aller Stammfunktionen von f.

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Fir jede Konstante C' € R gilt dann (F4+C')" =
F'"= f, d.h. F+ C ist auch eine Stammfunktion von f. Sei andererseits GG eine beliebige
Stammfunktion von f. Dann folgt (F —G) = F' —G' = f— f=0auf I. Da F und G
auferdem in I stetig sind, liefert Korollar 14.15(e), dass F' — G konstant ist. O

Satz 16.5 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f: I — R stetig.
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(a) Firael sei F: I — R definiert durch

Fﬁw::ble

Dann ist F' ist eine Stammfunktion von f.

(b) Seien a,b € I und G: I — R eine beliebige Stammfunktion von f. Dann gilt
b
/f:G@—G@.

Wir schretben G

b
a

anstelle von G(b) — G(a).

Beweis. (a): Sei € I und (x,,), eine Folge in I\ {x} mit lim,,_,, 2, = z. Nach Satz 16.2
existiert fiir jedes n € N ein &, zwischen x und x,, derart, dass

o v Satz 15. i
Pl = Fa)= [ 1= [ 55 [T = g @ - )
fiir n € N. Da lim,,_, &, = x gilt und f in x stetig ist, folgt

L Fla) - F)

n—00 Ty —

Somit ist F' in x differenzierbar und F'(x) = f(x).
(b): Sei F' die Stammfunktion von f aus (a). Mit Proposition 16.4 folgt dann

b
/f:F@:F@—F@:G@—G@. 0

Definition 16.6. Sei f: I — R stetig. Mit [ f bezeichnen wir eine unspezifische
Stammfunktion von f, das unbestimmte Integral von f. Damit ist eine Stammfunktion
gemeint, die aber nur bis auf die Addition einer Konstante festgelegt ist.

Bemerkung 16.7. Nach Satz 16.5(b) dienen die Unbestimmten Integrale der Berechnung
von bestimmten Integralen, d.h. Integralen mit festgelegten Grenzen. Bei der Verwendung
unbestimmter Integrale kann man aus [ f = F und [ f = G nicht schlieBen, dass F = G
gilt. Man kann lediglich ' — G = konst. folgern.

Die Schreibweise F' = [ f ist dquivalent zu F' = f. Das unbestimmte Integral einer
Funktion zu bilden ist also in diesem Sinne die Umkehrung der Differentiation.

Beispiel 16.8. (a) Nach Beispiel 14.5 und Beispiel 14.10(b) gilt

o1 s € Ny, oder
/assdg::ijl7 falls s€Z,s<—2und fir z € R~ {0},
s
s € R\ {—1} und fir x > 0.
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Ferner ist

1
/—dleogm in R~ {0},
T

nach Beispiel 14.10(a). Man beachte dazu: Auf (—oo, 0) gilt L log|z| = L log(—z) =
-1 _ 1

—x x”

(b) Gemaf Satz und Definition 14.19(a) ist [ # dz = arctan z.
(c) GeméiB Beispiel 14.10(c) gilt fir in (—1,1): [ ﬁ dx = arcsin z.

Satz 16.9 (Partielle Integration). Seien f,g € C'(I) und a,b € I. Dann gelten

[ro=sl = [10 wa [ro=s0- [ 10

Beweis. Die Tatsache (fg) = f'g+f¢ ist &quivalent zu fg = [(f'g+fg) = [ f'9+ ] f¢
Nach Voraussetzung ist f'g + f¢g’': I — R stetig. Die erste Behauptung folgt also aus

Satz 16.5(b). 0

Beispiel 16.10. In (0, 00) ist

1
/logxd:c— 1 -logx dx—xlogm—/m-—dx—xlogx—x.
g9

Satz 16.11 (Substitutionsregel). Seien a,b € R, a < b, ¢: [a,b] — I stetig differenzierbar
sowie f: I — R stetig. Dann gilt

/@ :b)f -/ (Fop)e.

Beweis. Sei F': I — R eine Stammfunktion zu f (diese existiert nach Satz 16.5(a)).
Dann ist F o ¢: [a,b] — R nach Kettenregel eine Stammfunktion der stetigen Funktion
(fop)y: [a,b] — R. Also liefert Satz 16.5(b)

b o (b)
/Uowwzmwm—menzfmf. =

Bemerkung 16.12. Praktische Anwendung der Substitutionsregel, falls ¢: [a, b] — [c, d]
bijektiv ist (wie meistens der Fall):

p z = p(y) 1)
[ t@de=| y=ow) |= [ )@
‘ dz = ¢(y)dy| "7
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oder auch umgekehrt, falls ¢’ keine Nullstellen besitzt:
y = p(z)

b o »(b)
/ flo@)de=| =¥ W - / _JW__q,

1
dr = ———dy
¥ (e (y))
Wendet man die Substitutionsregel auf unbestimmte Integrale an, so muss man nach

der Integration die Substitution riickgangig machen und die erhaltene Stammfunktion
zur Probe differenzieren.

Beispiel 16.13. Seien a,b € R, a < b.
(a) Seien ¢,d € R, ¢ # 0.

r=ct+d
b €T d 1 cb+d
/f(ct—l—d)dt— tzz_z _E/ df(x)dx
a 1 ca+
dt = —dz
c

fur alle stetigen Funktionen f: [min{ca + d,cb+ d}, max{ca +d,cb+d}] — R.
Hier haben wir also mit einer affin linearen Transformation substituiert.

(b) Sei ¢: [a,b] — (0,00) stetig differenzierbar. Dann gilt

/
/ Plla) o
p(x)
Konkretes Beispiel: Mit ¢(z) = 22 + 1 ist

b 2 B b(p’(l‘) B
/aﬂ—_i_ldx—/a 2(2) dz =log(p(x))

(c) Mit (b) und partieller Integration erhalten wir

y = (@)
dy = ¢'(z) dz

_ /idy = logy = log(p(x)).

b b b2+ 1
90)_10 +

T
arctan z dx = 1 -arctanz dx = rarctanx — dx
\f,./ N—— xr2 +1
! g

1
= zarctanz — - log(z® + 1).

(d) Auf [—%, g] ist sin bijektiv und stetig differenzierbar und cos > 0. Es folgt

™

3 3 )
:/ \/1—sin2tcostdt:/ cos“ tdt

T =sint
dx = costdt

1
/ vV1—z22dx =
-1

us
2

vl

1 T
= 5/2 (1+cos2t)dt =
—3

y =2t
dy = 2dt

7r+1 4 q ’/T+1 T T
= — 4= cos = — 4 —sin = —.
o Ty ) YT T T

Dies entspricht dem Flacheninhalt des Halbkreises mit Radius eins.
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Fiir die Bestimmung von Stammfunktionen rationaler Funktionen tiberfithren wir diese
in eine einfacher integrierbare Form:

Bemerkung 16.14 (Partialbruchzerlegung). Seien P, (Q reelle, teilerfremde Polynome,
sei Ng = {x1,29,...,2,}, n € Ny, die Menge aller reellen Nullstellen von ) und sei
R: R\ Ng — R die durch R := P/(Q gegebene rationale Funktion. Ohne Einschrankung
nehmen wir an, dass grad P < grad @) gilt (sonst Zé&hlergrad durch Polynomdivision
reduzieren).

Es existieren m € N und Zahlen k,, ¢, € N sowie b,, ¢, € R mit

Q(z) = (z — xl)kl N xn)k" (2 + by + cl)z1 o (2% 4 b+ cm)em.

Hier seien die quadratischen Polynome paarweise verschieden und ohne reelle Nullstellen.
Ferner existieren Zahlen A, ;, B, ¢, C, ¢ € R und eine Darstellung

(16.1) R(xz) = Zn: ((;fj’;y) T (x ili)’f)

v=1
S Buiz + Cun Byt + Cu,
™ E : 2 T 2 ¢
(@2 +b,x +cy) (22 + b,z +c,)n

p=1

die Partialbruchzerleqgung von R.

Die Stammfunktionen der rationalen Funktionen der Form ﬁ erhdlt man dann mit
Hilfe von Beispiel 16.8(a) und Beispiel 16.13(a). Die rationalen Funktionen der Form
% integriert man nach einer quadratischen Ergianzung und einer Substitution im
Falle ¢ = 1 direkt (siche Beispiel 16.13(b)). Im Fall ¢ > 2 gilt eine Rekursionsformel,

siehe Merkblatt zur Integration.
Beispiel 16.15. Wir betrachten

3a3 — 42 + 3z — 26
x4+ 222 —8xr+5

R(z) =

Fiir den Nenner Q(z) = z* + 222 — 8z + 5 finden wir durch Ausprobieren und mit
Abspalten von Lineartermen mittels Polynomdivision Q(z) = (z — 1)*(2* + 2z + 5).
Wegen x? + 2x +5 = (z + 1)> + 4 > 0 hat Q keine weiteren reellen Nullstellen. Wir
machen also den Ansatz

A B Cx+ D

16.2 R(z) = .
(16:2) @ =Tt e Y e s

Multiplikation mit (z — 1)? liefert

3r3 — 42?2 + 3x — 26 Cx+ D
R —1)? = = A(x -1 B+ ——m—
(@) (@ ) 2 +2x+5 (z )+ +x2+2m+5

(x —1)%
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Einsetzen von 1 fiir x liefert B = —3. Schlieflich setzen wir in (16.2) nacheinander 0, —1
und 2 fiir x ein und erhalten aus dem resultierenden linearen Gleichungssystem A = 2,
C=1und D= —1, also

2 3 z—1
16.3 R(z) = - .
(16.3) @)= i G T Ermas

Wir rechnen

_m+1
r=1 1 el |PT2T
2+2w+5 4 1+(%+%)2 TTlr=2y-1
dr = 2dy
1 2y 1 1 9
:§/1+y2dy—/1+y2dy:§log(l+y)—arctany

B 11 1+ x n 1\’ ‘ x N 1
= 5log 513 arctan | o+ ).
Also folgt aus (16.3)

3 1 z  1\° z 1
/R(m)d$—210g1$_1’+m+510g <1+ (5—1-5) ) — arctan (54-5)

Probel!

Definition 16.16 (uneigentliche Riemann-Integrale). Seien a,b € R U {£o0}, a < b die
Randpunkte des Intervalls I, und sei f: I — R eine Funktion.

(a) Istae I, b¢ I und flay € R(a,y) fir alley € I, y > a, so setzt man

lv:gglﬁ,

falls dieser Grenzwert in R existiert.

(b) Ist be I, a ¢ I und f|,p € R(y,b) fir alle y € I, y < b, so setzt man

b b
/ f:=1lm | f,
a y—a v
falls dieser Grenzwert in R existiert.

(c) Es gelte a,b & I, und es sei f|,.] € R(y, 2) fir alle y, z € I, y < 2. Dann setzt man

L[f:LU+[U,

falls die Integrale auf der rechten Seite fir ein ¢ € I im Sinne von (a) und (b) in R
existieren. Man sieht leicht mit Satz 15.18 (Intervalladditivitit), dass diese Integrale
dann auch fiir jede Wahl von ¢ € [ existieren, und dass die Summe unabhéangig
von c¢ ist.
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Beispiel 16.17. (a) Fir s > —1 existiert

1 1
1
/ t*dt = lim [ t°dt = lim (1—eth) = :
0 e—0 c e=0s+1 s+ 1
Fiir s < —1 existiert fol t* dt nicht.
(b) Fir s < —1 existiert

> : Y : 1 1 1

/ t*dt = lim t*dt = lim ——(y*' - 1) = ——,
1 y—oo Jy y—oo § + 1 S + 1

Fiir s > —1 existiert floo t* dt nicht.

(¢) Das uncigentliche Intergal [ ¢*dt existiert fiir kein s € R wegen (a) und (b).

Satz 16.18 (Majorantenkriterium). Seien a,b € RU{£oo}, a < b die Randpunkte des
Intervalls I, und seien f,g: I — R stetige Funktionen mit |f| < g auf I. Dann gilt:

FExistiert das uneigenliche Integral fabg, so auch das uneigentliche Integral fabf

Beweis. Wir betrachten nur den Fall I = [a, 00) mit a € R. Die anderen Fille lassen sich
analog behandeln.
Sei (x,,), eine Folge in [a, 00) mit lim,, ., x, = 0o, und seien

:/ fa dn:/ g.

Nach Voraussetzung existiert dann

[e.e]
lim d, :/ qg.
n—oo a

/ f’ S/ g =l|d, — dpn], falls z,, < x,,

Fir m,n € N gilt

Cn — Cm| =

und

lcn — Cm| = |em — cn| =

f‘ S/ g =|d, — dp], falls z,, < x,,.

Somit ist (¢,), eine Cauchyfolge, d.h.

Tn

(16.4) lim f= lim ¢, existiert.

n—oo a n—o0

Ist (yn)n eine weitere Folge in [a,00) mit lim, ,. ¥y, = 00, so kann man das obige
Argument auf die , gemischte Folge* (x1,y1, Za, y2, ... ) anwenden. Dies liefert die Unab-
héngigkeit des Grenzwertes in (16.4) von der gewahlten Folge ()., und somit existiert

/f—hm [ O

T—00
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Satz und Definition 16.19. Fir x > 0 existiert das uneigentliche Integral

['(x) ::/ t" et dt.
0

Dabei gilt

(a) T'(n+1) =n! firneN.

(b) I'(z + 1) = 2I'(x) fir xz > 0.
Die Funktion I': (0,00) = R,  — I'(z) heifst Gammafunktion.
Beweis. Sei z > 0. Da limy_,, t*"'e™" = 0 nach Beispiel 13.9(c) gilt, existiert ein ty > 0
mit
1
2
Mit Beispiel 16.17(b) und Satz 16.18 folgt die Existenz von

/ t*~let dt.
to

Da ferner t*~le=t < +*~! fiir t > 0 gilt, existiert

0<t*let < fir t > t,.

to
/ t*“'e"dt mach Beispiel 16.17(a) und Satz 16.18.
0

Insgesamt folgt die Existenz von I'(z) = [;7 " 'e ™" dt.
Nun zu (b): Fiir 0 < r < s < oo gilt mit partieller Integration:

S t=s S
/ tetdt = —t*et| 4 / t*le~t dt.
r t=r r

Da limy_,o t%e™t = 0 = lim,_,q t®e ™, folgt

Mx+1) = / tYe”tdt = a:/ t" e tdt = al'(z).
0 0

Zu (a): Induktiv erhélt man aus (b) fir n € N:
'n+1)=n-(n—1)-----1I'(1),
wobei

1) = / e 'dt = lim (—e™") 1 limev=1.
0 y—00

0 Y—00

Es folgt somit I'(n + 1) = nl. O

Satz 16.20 (Integralkriterium zur Reihenkonvergenz). Ist f: [c,00) — [0,00) eine
monoton fallende und stetige Funktion fir ein ¢ € N, so konvergiert die Reihe > .- . f(k)
genau dann, wenn das uneigentliche Integral fcoo [ existiert.
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Beweis. Nach Voraussetzung gilt

fk) < f(t) < f(k—1) fir k>c+1undt e[k —1,k],

also folgt
k
f(k) < f<flk=1) fir k > c+ 1.
k—1
Summation ergibt
N N N-1

(16.5) Zf(k)g/ F<Y fk)  fir NEN,N >c+1.

k=c+1 ¢ k=c

Da f nichtnegativ ist, ist die Funktion y — fcy f monoton wachsend und es folgt:

00 N
Z f(k) konvergiert & sup Z f(k) < o0 P
k=c NeN k=c
N>c
y o0 y
sup | f<oo & / f = lim f existiert (in R). O
yzc Je c Y=o Je

Beispiel 16.21. Sei s € R.

(a) Nach Beispiel 16.17(b) und Satz 16.20 konvergiert die Reihe )"/, k* genau dann,
wenn s < —1 ist. Dieses Ergebnis hatten wir bereits in Beispiel 7.12(c) angekiindigt.

(b) Man kann mit Hilfe von Satz 16.20 zeigen, dass die Reihe > -, m genau dann
konvergiert, wenn s > 1 ist.
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17. Hohere Ableitungen und der Satz
von Taylor

Definition 17.1. Sei D C R.

(a) Induktiv definieren wir fir n € N: Eine Funktion f: D — R heif3t n-mal differen-
zierbar, wenn f differenzierbar und die Ableitung f’ (n — 1)-mal differenzierbar
ist. Wir definieren dann die n-te Ableitung f: D — R ebenfalls induktiv durch
fO = fund f™ = (f™=YY fir n € Ny. Spezielle Bezeichnungen: f”, f” anstelle
von f® bzw. f©),

(b) Wir setzen
C"(D) = {f: D — R ‘ f ist n-mal differenzierbar und f™ ist stetig}

fir n € N und C*(D) = (,cy C™(D). Die Funktionen in C™(D) heiflen n-mal
stetig differenzierbar, die Funktionen in C°°(D) heiflen beliebig oft differenzierbar.
Es gilt offensichtlich

C°(D) > CYD)2C*(D)D---2C>®(D),
wobei C°(D) = {f: D — R | f stetig} sei.
Beispiel 17.2. (a) exp € C*°(R), und

exp™ (r) =expx firxr € R, n € N.

(b) log € C*°((0,00)), und
log™(z) = (=1)" Y(n—1)!z™ firz>0,neN
(Beweis: Leichte Induktion).
Im Folgenden sei [ stets ein beliebiges nicht entartetes Intervall in R.
Bemerkung 17.3. Sei f: [ — R eine Funktion.
(a) f heiBt konvezr, wenn
F((I=XNz+Ay) < (1=N)f(x)+Af(y) fur alle z,y € I und alle A € [0, 1] gilt.

f heilit konkav, falls — f konvex ist.

Geometrische Interpretation:
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o fkonvex = Die Verbindungsstrecke zwischen zwei beliebigen Punkten
aus Graph f liegt stets oberhalb von Graph f.

o f konkav =  Die Verbindungsstrecke zwischen zwei beliebigen Punkten
aus Graph f liegt stets unterhalb von Graph f.

(b) Ist f differenzierbar, so gilt

f konvex & f monoton wachsend.

(c) Sei nun f zweimal differenzierbar. Dann folgt mit Korollar 14.15(a):
f konvex & f">0in I,

also auch

f konkav & f"<0inI.
Die Punkte aus I, bei denen f” das Vorzeichen wechselt, nennt man Wendepunkte
von f.

Beispiel 17.4. Sei f: R — R definiert durch f(z) = 2? — 22? + 1. Dann ist

1
f(z) =122% — 4 1
<0 fur |z] < —.

|| 7

Also sind j:\/ig die Wendepunkte von f. Ferner sind die Einschrankungen f| (
und f |[

o]
%m) konvex, und f| [_% ) } ist konkav.

Bemerkung 17.5 (und Definition

S

~—

.SeineN, feC"(I)unda € I.

(a) Esexistiert genau ein Polynom 7;, vom Grad kleiner gleich n mit reellen Koeffizienten
und
TW(a) = f¥(a) fir k=0,...,n.

n

Dieses ist gegeben durch

k) (g
1) =Y T D0 oy

— @)+ P -0+ D a0

(Beweis als Ubung). Man nennt T,, das n-te Taylorpolynom von f im Punkt a.

Der néchste Satz gibt Auskunft dariiber, wie gut eine Funktion f in der Néhe von
a durch ihr n-tes Taylorpolynom approximiert wird.
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(b) Das erste Taylorpolynom x — Ti(z) = f(a) + f'(a)(z — a) ist eine affin lineare
Funktion, deren Graph die Tangente an f im Punkt a darstellt.

(c) Spezielles Beispiel: Sei f =log: (0,00) — R und @ := 1. Dann ist

1) =3 E ey

fir n € N.

Definition 17.6. (a) Sei D C R. Wir sagen, dass co (—00) ein Haufungspunkt von D
ist, falls D nach oben (unten) unbeschrankt ist.

(b) Seia € RU{%o0} ein Haufungspunkt von D C R, und sei f: D — R eine Funktion.
Dann definieren wir den Limes Superior (Inferior) von f(z) fiir + — a durch

limsup f(z) = sup{lim sup f(z,) | (x) € D N {a}, li_)m Ty = a} € RU{ztoo}

T—ra n—oo

bzw.

liminf f(z) = inf{lim inf f(z,)

Tr—a n—o0

() € D~ {a}, lim z, = a} € RU {£o0}.
n—oo
(c) Seia € C ein Haufungspunkt von D C C, und sei f: D — R eine Funktion. Dann
definieren wir Limes Superior und Inferior von f(z) fir z — a genauso wie in (b).

Definition 17.7 (Landau-Symbole). Seien D C C, a € C ein Haufungspunkt von D
und f,¢g: D — C Funktionen.

(a) f(z) =o0(g(z)) (gesprochen: f(z) ist klein-O von ¢(z)) fir z — a, falls gilt:
Ve>030>0Vze Us(a)ND: |f(2)] <elg(2)].

(b) f(2) = O(g(2)) (gesprochen: f(z) ist grofi-O von g(z)) fir z — a, falls gilt:
3C >030 >0Vze Us(a)ND: |f(2)| < Clg(2)].

(¢) Fir D C R und a = +00 ein Haufungspunkt von D gelten analoge Definitionen.

Bemerkung 17.8. Falls in der Situation von Definition 17.7 g(z) # 0 ist fir z nahe bei

a (a € R) bzw. |z| gro genug (a = £00), so ist f(z) = o(g(z)) fir z — a dquivalent zu
lim,_,, % =0, und f(2) = O(g(z)) fir z — a ist dquivalent zu limsup,_,, géi” < 0.

Satz 17.9 (Satz von Taylor). Sei f € C™(I) und a € I. Fir x € I schreiben wir
f(x) =T,(x) + R,(x) mit

n R (g
Tn(ac)zsz!()(x—a)k und  Ry(z) = f(z) — T,(z).
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Dann gilt R, (xz) = o((x — a)") fir x — a, also

(17.1) lim ()

T—a ($ — a)n o

Ist zudem f € C"(I), so gilt fiir x € I:
1 €T
a) fy(r) = — t)(x —1)"dt aylorsche Form des Restglieds
R [ "q Taylorsche Form des Restglied
nl J,

(b) Es gibt £ € [min{a, z}, max{a,x}| mit

fE)
R = oy

und R,(x) = O((x — a)"™Y) fiir  — a.

(x —a)" ™ (Lagrangesche Form des Restglieds),

Beweis. Wir beweisen zunéchst (a) per Induktion.
»n = 0% Sei f € C(I). Fiir x € I gilt nach dem Hauptsatz (Satz 16.5)

Ro(x) = f(z) — f(a) = / o

on—1=n" Sei fe C"(I)und z € I. Mit der Induktionsannahme und partieller
Integration erhalten wir

(z —t)"
n!

t=x €z _ A\n
N / f<n+1>(t)udt
t=a a

n!

Ryi(x) = —f™(2)
f"(a)

n!

(o —ay + / " ) — e,
also
£(a)

Rn(x> = Rn—1($> - ol

(w—a) = - / P @) (@ — 1) dt,

Nun zu (b): Nach (a) und dem Mittelwertsatz der Integralrechnung Satz 16.2 existiert
ein £ € [min{a, z}, max{a, z}] mit
(x —t)"
n!

t=z f(n+1)(§)

(x —t)"t _
t=a (n + 1)'

dt = =) (n+1)!

(x —a)".

Rufa) = £07(6) | ’

a

Da f("+1) stetig ist, gilt limsup,_,,|f" " (&)| < co. Aus der vorangehenden Rechnung
folgt also R,(z) = O((z — a)"™) fir x — a.
Schliefllich zu (17.1): Sei € > 0, und sei 6 > 0 mit

1™ (x) — fM(a)| < ¢ fir x € Us .= Us(a) N 1.
Fir o € Us \ {a} existiert nach (b) — angewandt auf R,,_; — ein £ € U mit

(") (g () (g) — ) (g
P o LT
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also

n(g) — fn)
Ral@) | IO~ SO _ e _
(x —a)™| — n! n! =
Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 17.10. Sei f € C™(I) und a € I. In Ergdnzung zu Satz 17.9 kann man
folgendes zeigen: Ist T" ein Polynom vom Grad kleiner gleich n mit

lim 2 72,
o (x —a)" ’

so muss 1" bereits das n-te Taylorpolynom von f in a sein.
Korollar 17.11. Die Zahl e ist irrational.

Beweis. Wir wissen bereits, dass 2 < e < 3 gilt (s. Bemerkung 7.22). Angenommen, es
wére e = £ mit p,n € N, n > 2. Anwendung von Satz 17.9(b) auf f = exp, a = 0 und
x = 1 liefert ein & € [0, 1] mit

"1 exp(§) e 3
0< — —=R,(1) = < < .
N ;k! (1) n+1)! = (n+1)!  (n+1)
fa 5=
T (1)
Multiplikation mit n! ergibt
" nl 3
0< — 1! - — < 1.
pn=DI=3 < s
€z
Dap(n—1)!=> Z—,' eine ganze Zahl ist, ergibt sich ein Widerspruch. H

Satz 17.12. Seiena € R, e >0, n € N und f € C"((a — €,a + €)) derart, dass

f/(a) — ... = f(nfl)(a> =0 und f(")(a) £ 0.
Dann gilt:

(a) Ist n gerade, so ist
e a cin striktes lokales Minimum von f, falls f™(a) > 0;

e a cin striktes lokales Mazimum von f, falls f(a) < 0;
(b) Ist n ungerade, so ist a kein lokales Extremum von f.

Beweis. Sei I := (a — €,a + €). Die Voraussetzung liefert

f(a)

n!

f(x) = fla) + (r —a)" + Rn(x),
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also

() (g
fl@) — fla) = (x — a)n(f n'( ) 4 5 ana)n> fir z € T\ {a}.
—g(a) ’

Nach (17.1) existiert ein 6 > 0 derart, dass

JONTAT
n!

(z —a)"

fir z € Us \ {a},

wobei Us := Us(a) N I sei. Also hat g(x) fiir # € U; \ {a} dasselbe Vorzeichen wie f(a).
Somit ergeben sich fiir gerades n die Implikationen

e f®™(a)>0 = f(x) > f(a) firze Us\ {a};
e f™(a) <0 = f(z) < f(a) firz e Us\ {a}.

Ist n ungerade, so wechselt die Funktion z +— (z — a)™ das Vorzeichen bei a, also ist a
kein lokales Extremum von f. m

Beispiel 17.13. Sei wiederum f: R — R definiert durch f(z) = 2* — 222 + 1. Dann ist
f'(z) =dz(z®* — 1) =0 & z € {0,£1}

und
f'(x) =122* —4  fir z € R,

also f"(—1) = f"(1) = 8 und f”(0) = —4. Also sind £1 nach Satz 17.12 strikte lokale
Minima von f, und 0 ist ein striktes lokales Maximum von f.
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18. Konvergenz von Funktionenfolgen
und Funktionenreihen

Definition 18.1. Sei D C C und f: D — C eine Funktion. Eine Folge (f,), von
Funktionen f,,: D — C, n € Ny heifit

o punktweise konvergent gegen f, wenn lim,, . f,(z) = f(z) fur alle z € D gilt.

o gleichmdf$ig konvergent gegen f, wenn f, — f fiir fast alle n beschrankt ist und
limy, o0l fro — flloo = 0 gilt.

Bemerkung 18.2 (und Beispiele). (a) Sei D C C, und seien f, f,: D — C, n € Ny
Funktionen. Konvergiert die Folge (f,,), gleichméafig gegen f, so auch punktweise,
denn fiir alle z € D gilt

Tim [fu(2) ~ F()] < i [ fu — e = 0.

(b) Die Umkehrung von (a) gilt nicht; sei z.B. f,,: [0,1] — R fir n € Ny definiert durch
fn(x) = 2™ Sei ferner f: [0,1] — R definiert durch

f(z) = lim f,(z) = lim 2" =

n—oo n—oo

1 falls z = 1;

Y

{O, falls 0 <z < 1;

Nach Definition konvergiert die Folge (f,,), punktweise gegen f. Die Konvergenz
ist aber nicht gleichméfBig, da

1 1 1 1
fn(w>—f<w>‘:‘§—0‘:§ fir alle n € N.

Die punktweise Grenzfunktion f ist auch nicht stetig, obwohl alle Funktionen
fn, n € Ny stetig sind. Der folgende Satz 18.3 zeigt, dass dies bei gleichméfiger
Konvergenz nicht passieren kann.

||fn - f”oo Z

(c) Ist r € (0,1) fest gewéhlt und g,: [0,7] — R fiir n € Ny definiert durch g,(z) = 2™,
so konvergiert die Folge (g,), gleichméBig gegen die Nullfunktion auf [0, 7], da

lgn — Olloo = ||gnllcc = sup |z"| =7" =0 fiir n — oo gilt.
z€(0,r]
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Abbildung 18.1.: Folge stetiger Funktionen

(d) Wir betrachten die Funktionenfolge (f,)n,>2 C C([0,1]) mit

ne, nggl,
n
folz) = q2=nz, ;<x<y,
0, 2 <x <,
n

siehe Abb. 18.1. Dann konvergiert (f,,) punktweise gegen die (stetige) Nullfunktion,
aber die Konvergenz ist nicht gleichméfig: Fiir beliebiges n € N, n > 2, x,, == % gilt
néamlich || f,, — 0l|cc > |fu(zn) — 0] = |1 — 0] = 1. GleichmafBige Konvergenz ist bei
einer punktweise konvergenten Folge stetiger Funktionen mit stetiger Grenzfunktion
also nicht notwendig.

Satz 18.3. Sei D C C, und sei (f,,)n eine Folge stetiger Funktionen f,: D — C, welche
gleichmadfig gegen eine Funktion f: D — C konvergiert. Dann ist auch f stetig.

Beweis. Sei a € D und € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein N € N mit
If = fullw <5 farn=N.
Da fy stetig ist, existiert 6 > 0 mit
\MQ%JMM<§ fiir z € Us(a) N D
Fir z € Us(a) N D gilt dann

1f(2) = fla)l <[f(2) = I (2)[ + [fn(2) = fn(a)| + [fn(a) = fla)

<2 = fulloo + () = fu(@) < 25+ 2 = <.

Also ist f stetig in a. O
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Definition 18.4. Sei D C C, seien f, f,: D — C, n € Ny Funktionen, und sei g, :=
> ro fr: D — C fir n € Ny. Die Funktionenreihe Y 2 f,, heifit

o punktweise konvergent gegen f, wenn die Folge (g, ), punktweise gegen f konvergiert.

o gleichmdfig konvergent gegen f, wenn die Folge (g, ), gleichméBig gegen f konver-
giert.

Satz 18.5 (Konvergenzkriterium von Weierstral). Seien D C C und f,: D — C, n € Ny
Funktionen mit Y || fulle < 0o0. Dann konvergiert die Reihe Y -, [, gleichmafig
gegen eine Funktion f: D — C. Ist ferner f, stetig fiir alle n € Ngy, so ist auch f stetig.

Beweis. Fir z € D und n € Ny gilt |f.(2)] < || fallo, also konvergiert die Reihe
> o Jn(2) absolut nach Voraussetzung und dem Majorantenkriterium Satz 7.11. Wir
definieren daher f: D — C durch f(z) =7, fu(2). Dann gilt fir n € Ny und z € D:

S AE| < Y RIS S Ifille = du

k=n+1 k=n+1 k=n+1

o kéfk(z)

Also folgt || f — > 7 _g frlleo < d,, fiir n € Ny, wobei lim,,_, d, = 0 nach Voraussetzung
gilt. Somit konvergiert die Reihe "~ f,, gleichméBig gegen f. Sind alle fj, stetig, so
auch > 7', fi fiir alle n. Nach Satz 18.3 ist also auch f stetig. m

Definition 18.6. Sei ¢ € C, und sei (a,)n>o eine Folge in C. Der formale Ausdruck
> g an(z — Q)™ heiit Potenzreihe mit Koeffizienten a,, und Entwicklungspunkt ¢. Mit

p = limsup,,_,. {/|a,| definieren wir den Konvergenzradius r der Potenzreihe durch

1

-, falls p € (0, 0);

p

" oo, falls p = 0;

0, falls p = oc.
Bemerkung 18.7. Gilt in Definition 18.6 a, # 0 fiir fast alle n und existiert der
Grenzwert lim,,_, %, so gilt nach Blatt 6, Aufg. 17:

r = lim = lim 2] .
n—oo 1 ‘an‘ n—00 ’an+1’

In dieser Darstellung lasst sich r oft leichter berechnen.

Beispiel 18.8. (a) Sei @ € R beliebig. Dann hat die Potenzreihe Y >° n®z" den
Konvergenzradius » = 1, da

lim /n® = (lim %)a: 1.

n—o0 n—oo
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(b) Die Exponentialreihe > " ; -a™ hat den Konvergenzradius r = 0o, da nach Bemer-

kung 18.7
1
r= lim —2— = lim (n+ 1) = occ.
n—oo ——— n—o0
(n+1)!

Satz 18.9 (zur Konvergenz von Potenzreihen). Sei ¢ € C, und sei (a,)n>0 €ine Folge in
C. Seien ferner p und r wie in Definition 18.6 definiert. Dann gilt:

(a) Ist z € U,(C), so konvergiert die Reihe Y . a,(z — ()" absolut.

(b) Fiir jedes s € [0,r) ist die Reihe der Funktionen f,: Bs(¢) — C, fu(2) = an(z — )"
gleichmdfig konvergent. Man sagt kurz: Die Potenzreihe Y.~ a,(z—¢)" konvergiert
lokal gleichméBig in U,.(().

(¢c) Die Funktion f: U,(¢) = C, f(z) =Y .7 an(z — )™ ist stetig.
(d) Ist z € C\ B,(C), so divergiert die Reihe > - a,(z — ().

Beweis. Im Beweis von (a)—(c) sei ohne Einschrankung p < oo, denn im Fall p = oo ist
r =0 und damit U,(¢) = @.
(a): Fir z € U,(Q) gilt

limsup v/|a,(z — {)*| = plz — (] < 1,

n—oo

also konvergiert die Reihe > °  a,(z — ()" absolut nach dem Wurzelkriterium Satz 7.18.
(b): Sei s € [0,7). Dann gilt

\/ [ falBo(o)lloo = \/ sup |a,(z — Q)" < s/ |an fiir n € N.
Bs(¢)

Somit ist limsup,, o /|| falB.(0)llec < sp < 1 nach Voraussetzung, und das Wurzelkrite-
rium liefert die Konvergenz der Reihe Y 7 || f, . Nach Satz 18.5 konvergiert die
Funktionenreihe > % | f,| 5. () also gleichméaBig, und

(18.1) die Funktion B4(¢) — C, z — Zan(z — ()", ist stetig.
n=0

(c): Sei z € U,(¢). Dann existiert s € [0,7) mit z € Us(() € B,(¢). Da die Ein-
schrankung von f auf B,(() nach (18.1) stetig ist, folgt auch die Stetigkeit von f in

Z.
(d): Ohne Einschriankung sei p > 0. Fir z € C\ B,(() gilt

p|z (| > 1, falls p < oc;
lim sup /|a,(z

falls p = oo

Also divergiert die Reihe Y 2 a,(z — ()™ nach Bemerkung 7.20. O
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Bemerkung 18.10. Sei ) a,(z — ()" eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt ¢ € C
und Konvergenzradius r. Ist r € (0,00), so kann man im Allgemeinen nicht sagen,
fir welche Punkte auf der Kreislinie S,(¢) := {z € C||z — (| =r} die Potenzreihe
konvergiert. Dies wird an folgenden drei Beispielen deutlich (jeweils mit ¢ = 0):

« Die Potenzreihe ) 2" hat den Konvergenzradius r = 1 und divergiert in jedem
Punkt z € 51(0), da die Summanden keine Nullfolge bilden.

« Die Potenzreihe >°°° . L 2" hat gemif Beispiel 18.8(a) den Konvergenzradius r = 1.

n=1 n2

Fiir jedes z € S;(0) konvergiert die Reihe absolut, da Y_°° . % konvergiert.

n=1 n2
« Die Potenzreihe ) 7, %z” hat ebenfalls gemafl Beispiel 18.8(a) den Konvergenzra-
dius r = 1. Sie ist divergent in z = 1 (harmonische Reihe). Fir z € S;(0) \ {1} ist
die Reihe jedoch konvergent nach Satz 7.16.

Definition 18.11. Sei D C R, ¢ € D und f € C*°(D). Die Potenzreihe

> £

n

heiflt Taylorreihe von f in &.
Beispiel 18.12. (a) Die Funktion log € C'*°(0, 0o) erfiillt
()" (n —1)!

xn

log™ (z) = fur x € (0, 00).

Insbesondere ist die Taylorreihe von log im Punkt & = 1 gegeben durch

>y

(b) Sei vy € Rund b € C*((—1,00)) gegeben durch
b(x) = (1+x)".
Fir z > —1 gilt dann
V(z)=y(1+2)"" V'(2) =9y - 1)1 +2)7
also induktiv 5™ (z) =~y(y —1)----- (vy—n+1)(1+2x)™" furalle n € Ny.
Die Taylorreihe von b in 0 ist also gegeben durch
(7 . 2} TY—J+1
(18.2) nz:; (n)x mit <n) = Jl:[l —

Diese Notation erweitert die Definition der Binomialkoeffizienten aus Definition 3.23
auf reelle Zahlen . Man beachte: Ist v € Ny, so ist (71) =0 firn > v+ 1, da dann
das Produkt im Zahler den Faktor 0 enthélt. Die Reihe in (18.2) heifit binomische
Reihe.
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Bemerkung 18.13. Satz 18.9 erlaubt uns, den Konvergenzbereich der Taylorreihe
einer gegebenen C'*°-Funktion f in einem Entwicklungspunkt einzugrenzen. Im Allgemei-
nen muss diese Reihe aber innerhalb des Konvergenzbereichs nicht notwendig gegen f
konvergieren, wie folgendes Beispiel zeigt. Betrachte

_ B e*z%, x # 0;
fR—=R, f(x)—{()’ e

Man kann zeigen, dass f € C*°(R) und f™(0) = 0 fiir alle n € N gilt (siche z.B. O.
Forster, Analysis 1, 9. Auflage, Beispiel (22.2)). Also verschwindet die Taylorreihe von f
im Entwicklungspunkt 0 identisch (und konvergiert somit auf ganz R gegen 0). Da ferner
f(z) > 0 fir alle z € R, stimmt f in keiner Umgebung von 0 mit der Taylorreihe tiberein.

Der folgende Satz gibt uns ein hinreichendes Kriterium fiir die Darstellbarkeit einer
C*°-Funktion durch ihre Taylorreihe.

Satz 18.14 (von Bernstein). Sei £ € R, r > 0 und f € C®(§ —r,{ + 1) eine Funktion,
welche eine der folgenden Eigenschaften hat:

(i) Es existiert N € N mit

™) >0 firallen> N, x € (§—r,&+T).

(ii) Es existiert N € N mit
(=) f™(z) >0 firallen> N,z € (§—r&+r).
Dann konvergiert die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt & in allen Punkten aus
(§ =7 &+7) gegen f.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei £ = 0 (ansonsten betrachte die Funktion = — f(z +¢)).
Fir x € (—r,r) gilt dann nach dem Satz von Taylor Satz 17.9(a)

f(x) = Tu(z) + Ry ()

mit

noofrlk) z
T =3 Wk Rn(x):% /0 FO (1) (@ — ¢ dt

k!
k=0

Durch Substitution ¢ = sx erhélt man die Darstellung

xn—i—l 1
R, (z) = Fr (sz)(1 — s)"ds
n! Jo
Za zeigen ist
(18.3) lim R,(x) =0  fiuralle z € (—r,7).
n—oo
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Sei zuerst (i) angenommen, und sei x € (0,7) sowie y € (z,7). Dann gilt
() Toi1(y) > Tu(y) und 0 < Rna1(y) < Ra(y) firn > N.

Da zudem £V fiir n > N auf (—r,7) monoton wichst, folgt

Pk 1 x\ ntl (#%) s\ n+l
(n+1) —_"ds < (= < (Z
oy /O S (sx)(1 = s)"ds < (y) Ra(y) < (y) Ry (y).

R,(x) =

<fHD(sy)

Wegen £ € (0, 1) folgt lim,, o Ry(z) = 0. Da f ("+1) nichtnegativ und monoton wachsend
ist, gilt auch

n+1 1
|R,(—x)| = / fr (—sz)(1 = s)"ds < Ry (z) fir n > N,
0 N———

<f+D) (s2)

und somit lim,, ., R,(—2z) = 0. Insgesamt folgt (18.3).
Erfillt f Eigenschaft (ii), so betrachte g € C*°(—r,r), definiert durch g(z) = f(—x).
Dann ist
g™ (z) = (=1)"f"(—z) >0 fir x € (—r,r) und n > N

nach Voraussetzung. Somit folgt mit dem ersten Fall angewandt auf g,

> a® (0
g(x) = Z J k'( )xk fir x € (—r,7),
k=0 '

also auch

gk X fk)
s = o) =3 Oy =S 0 s e ()
k=0 ' k=0 ’

wie behauptet. O

Beispiel 18.15 (Fortsetzung von Beispiel 18.12). (a) Die Funktion —log € C*°(0, 00)
erfilllt die Voraussetzungen von Satz 18.14(ii) mit { =1, r = 1 und N = 1. Also
gilt

log(z) = Z (_112 _ (x —1)* fur z € (0,2).

o]
k=

(b) Sei v € Rund b € C*°(—1,00), b(x) = (1 + )". Dann erfillt, abhingig vom Wert
von v, entweder b oder —b die Voraussetzungen von Satz 18.14(ii) mit £ =0, r = 1
und N > ~. Also gilt

(1+2) = i (Z)xk fir € (—1,1).

k=0
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Allgemeiner als in Satz 18.14 sagen wir, wenn fir f: U,({) — C eine Darstellung als
Potenzreihe existiert, dass f in ( in eine Potenzreihe entwickelt werden kann.

Im Folgenden untersuchen wir die Frage, wie sich Integration und Differentiation mit
gleichmafliger Konvergenz von Funktionenfolgen vertragt.

Satz 18.16. Seien a,b € R, a < b, und sei (f,)n eine Folge stetiger Funktionen
fn: [a,b] = R, welche gleichmafSig gegen eine Funktion f: [a,b] — R konvergiert. Dann

qilt
/ f = lim fn
n—oo

Beweis. Nach Korollar 15.16 gilt

abf‘ - ) — f(z)) dz

<|Ifo = flleo(b—a) = 0 fir n — oo. O

b
fn_
a

Satz 18.17. Seien I C R ein nicht entartetes Intervall, und sei (f,), eine Folge stetig
differenzierbarer Funktionen f,: I — R, die in einem Punkt & € I gegen eine Zahl in R
konvergiert, und derart, dass die Folge (f)), gleichmafSig konvergiert. Dann existiert eine
stetig differenzierbare Funktion f: I — R, so dass f, — [ punktweise in I und f) — f’
fiir n — oo. Ist I kompakt, dann ist auch die Konvergenz f, — f gleichmdjig.

Beweis. Seien 1 = lim,, ., fn(§) und g := lim, o, f'. Fir x € I und n € N gilt dann

nach dem Hauptsatz N
n = Jn + r/u
o) = fute)+ [ 1

/ fl— / g fiir n — oo nach Satz 18.16.
3 13

wobei

Wir setzen

f(x)::n+/g fir x € I.
£

Es folgt, dass f,(x) — f(x) fiir alle z € I. Nach dem Hauptsatz ist f € C*(I) mit f' = g.
Ist I kompakt mit Lange |/|, dann gilt fir € I und n € N:

@) = ful@)] < In— Fu(©)] + \ /é o= 1] <= £aO) g — Folll,

also [|f = fallse < 10— fal(&) + lg = filloo | = 0 fiir n — o0 —~

Beispiel 18.18. Im Allgemeinen tibertréigt sich die Konvergenz einer Folge differen-
zierbarer Funktionen nicht auf die Folge der Ableitungen. Betrachte z.B. fir n € N die

Funktionen )
fa: R—=>R, fu(z) = —sin(nx).
n
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Dann konvergiert die Funktionenfolge (f,), auf R gleichméafig gegen 0, denn es gilt
1fn = Olloe = [l falloe < = — 0 (wobei hier 0 die konstante Nullfunktion bezeichne). Die
Folge der Ableitungen

IR =R, f1(x) = cos(nx).

n

konvergiert allerdings nicht einmal punktweise gegen 0.

Potenzreihen kann man aber ,summandenweise” differenzieren, wie der folgende Satz
zeigt.

Korollar 18.19. Sei )~ ja,(x—&)" eine Potenzreihe mit Koeffizienten a, € R, n € N,
Entwicklungspunkt £ € R und Konvergenzradius r € [0, 00]. Dann gilt:

(a) Die ,abgeleitete” Potenzreihe

(18.4) Z na,(xr — &))" = Z(n + Dap(x —&)"

hat ebenfalls den Konvergenzradius r.

(b) Istr >0, so ist die Funktion f: (§ —r,{+71) = R, f(x) =" an(z — &)™ stetig

differenzierbar mit
f(z) = Znan(x — &)t firz e (E—ré+r).
n=1

Beweis. (a): Die Potenzreihe ) | na,(z — §)™ hat ebenso wie > ja,(z — &)™ den

Konvergenzradius r, da

limsup {/|na,| = lim /n - limsup {/|a,| = 1 - limsup {/|a,|.
n—oo

n—o0 n—oo n—o0

(b): Sei s € (0,7). Fir die Funktionen
fa€CUE=s.6+5]),  fale)=) alz—&"
gilt .
fr(x) :Zkak(x—g)k_l, re[f—sE+s]
Nach (a) und Satz 18.9(b) klz)_nlvergiert die Funktionenfolge (f), gleichmafig gegen

gl =5+ =R, glx) =) nay(e—&"
n=1

Da zudem lim, o fr(z) = f(z) fir € [ — 5, + 5], ist flg_sets nDach Satz 18.17
stetig differenzierbar mit Ableitung g. Da s € (0,7) beliebig gewahlt war, folgt die
Behauptung. O
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Korollar 18.20. Unter den Voraussetzungen von Korollar 18.19 ist f sogar beliebig oft
differenzierbar, und es gilt:

(a) fM)(z) = S k(k—=1) - (k—n+Dag(x — ™ firw e (E—r,E+r) und
nENo.

(b) a, = %f(")(f) fiir n € Ny.
Somit ist Y pe o ax(z — £)* die Taylorreihe von f in a.

Beweis. Wiederholte Anwendung von Korollar 18.19 zeigt f € C*°( —r, & +r) und (a).
(b) folgt direkt aus (a). O

Korollar 18.20 zeigt die Eindeutigkeit von Potenzreihenentwicklungen: Lésst sich eine
C*°-Funktion in der Umgebung eines Punktes in R durch eine Potenzreihe darstellen, so
muss diese Reihe die Taylorreihe von f sein.

Beispiel 18.21. (a) Wir wollen mit Hilfe von Korollar 18.19 die Taylorreihe von
arctan: R — R im Entwicklungspunkt 0 bestimmen. Fir z € (—1,1) gilt

1 eom. Reihe >
arctan’(x) = m & :R " E (_1)711,271
T

n=0

Es liegt nahe anzunehmen, dass die ,integrierte Potenzreihe

(18.5) g(z) = Z %x%“

n=0

eine Stammfunktion von y o2 (—1)"2*" in (—1,1) ist. Der Konvergenzradius der

Potenzreihe in (18.5) ist 1. Nach Korollar 18.19 ist also ¢’ = arctan” auf (—1,1).
Da ferner g(0) = 0 = arctan(0) gilt, folgt

—1)"
2(n+)1x2"+1 fir z € (—1,1).

arctan(z) = g(z) = Z

n=0

Diese Taylorreihe konvergiert sogar fiir z = £1 nach dem Leibnizkriterium Satz 7.16.
Fir |z| > 1 divergiert die Taylorreihe, wéhrend die Funktion arctan auch dort
definiert ist.

(b) Ableitung der geometrischen Reihe

1 = .
1—:76:;_0$

nach x in (—1,1) liefert
1 - n—1
1—-22 an
n=1

und somit einen zweiten Weg, um Aufgabe 18.(c) vom Ubungsblatt 6 zu losen.
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Der néchste Satz erweitert die Eindeutigkeitsaussage von Korollar 18.20 auf komplexe
Potenzreihen.

Satz 18.22 (Identitétssatz fir Potenzreihen). Seien Y~ anz" und > >, b,2" kompleze
Potenzreihen mit positiven Konvergenzradien, deren Werte in einer Nullfolge (z,) C
C \ {0} dbereinstimmen. Dann gilt a,, = b, fiir alle n € Ny.

Beweis. Wir setzen fo(z) ==Y~ a,2" und go(z) = > -, b,2". Wegen der Stetigkeit
von fy und g in 0 folgt

ao = fo(0) = lim fo(zn) = lim go(2n) = go(0) = bo.

Wir setzen

fiz) = wnd  gi(2) =

ar, z2=0 by, z=0.

{ fO(Ziia()? z # 07 {gO(ZZ)bOJ z % 07

Dann sind f; und g; wieder Summen von Potenzreihen in 0, deren Werte in (z,) tiberein-
stimmen. Sie haben dieselben positiven Konvergenzradien wie die Reihen von f; und gy.
Wie vorher gilt also a; = b;. Induktiv folgt demnach a,, = b, fiir n € Nj. O

Bemerkung 18.23 (Verkniipfung von Potenzreihen). Wir betrachten jetzt Kombina-
tionen zweier komplexer Potenzreihen f(z) = >~ a,2" und g(z) = >~ b,2z" mit
Konvergenzradien rg,r, > 0.

(a) Da Linearkombinationen konvergenter Folgen (von Partialsummen) wieder kon-
vergent sind, konvergieren auch fir A € C die Potenzreihen ) ° ,Aa,z" und
Yoo olan + by)2z™ absolut, und zwar mindestens in U,(0), mit r := min{rs, r,} > 0.
Diese Reihen haben also einen positiven Konvergenzradius grofier oder gleich r (er

kann strikt groBer sein) und haben \f bzw. f + g als Grenzfunktionen.
(b) Das Cauchyprodukt (Satz 9.2) zeigt, dass auch

P = 3> aett =3 ()

n=0 k=0 n=0 “k=0

fiir |z| < r konvergiert und dass somit fg in 0 in eine Potenzreihe mit positivem
Konvergenzradius entwickelt werden kann.

Fiir die Komposition von Potenzreihen bendtigen wir eine Verallgemeinerung von
Produktreihen:

Definition 18.24 (Doppelreihe). Eine Doppelfolge (are)ieen, C C ist eine Abbildung
Ny x Ny — C (entsprechendes gilt fiir andere Indexmengen). Mit einer solchen Doppel-
folge heifit der formale Ausdruck > e, Qe Doppelreihe. Eine solche Doppelreihe heifit
summierbar, falls gilt:

sup Z lake| < oo.

n€No o< 1<n

143



Ferner heiflen Zzo aye die k-te Zeilenreihe und Zzio aye die £-te Spaltenreihe. Sind diese
letzten Reihen immer konvergent, so heiflen >"° >~ % axe die Reihe der Zeilensummen
und Y00 >0 age die Rethe der Spaltensummen.

Satz 18.25 (Doppelreihensatz). (a) Sei Y, jen, are €ine summierbare Doppelreihe.
Dann sind die Zeilen- und Spaltenreihen sowie die Reihen der Zeilen- und Spal-
tensummen absolut konvergent. Ferner existiert eine Zahl s € C, die Summe der
Doppelreihe, so dass fir jede Abzihlung ¢ von No x Ny gilt: Y77 auk) konvergiert
absolut und

(186) s = Z Ap(k) = Zaké = Z Z Qjop -
k=0 k=0 ¢=0 =0 k=0

(b) Die Doppelreihe Zk,@eNo age ist summierbar, falls eine der folgenden FEigenschaften
erfullt ist:

(i) Es gibt eine Abzihlung ¢ von Ny x No mit >~ o|apm | < 0o;
(i) D pmo 2ormolane] < oo;
(i) D220 2 ohsolawe < oo

Beweis. (a): Sei M = sup,.en, 2 o<k r<n|@re|. Fiir eine Abzéhlung ¢ von Ny x Ny und
n € Ny gilt dann Y ;_,laya| < M. Nach Satz 7.5 konvergiert also s = > 7 Gyk)
absolut, und der Grenzwert ist nach dem Umordnungssatz (Satz 7.28) unabhingig
von der Wahl der Abzéhlung. Fir k,n € Ny ist >, ,|ax| < M, d.h. die Zeilenreihen
konvergieren absolut. Ferner gilt fiir m,n € Ng:

m n m n
Zzaké < lare| < M.
k=0"0=0 k=0 (=0
Nach n — oo liefert dies fiir jedes m € Ny
< M,

m | 0o
D |2
k=0"'/¢=0

und somit konvergiert die Reihe der Zeilensummen absolut. Die absolute Konvergenz der
Spaltenreihen und der Reihe der Spaltensummen folgt analog.
Um (18.6) zu zeigen seien € > 0 und N € Nj so, dass

o0

D lagw] < =
2

k=N+1

Sei ferner K € Ny so grof3, dass

{o(k) [k =0,1,....N} € {(i,5) [4,j € No, 4,j < K}
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gilt. Es folgt fiir m,n > K

m n N o)
Z ake =) apm| < Y lagaml.
=0 ¢=0 k=0 k=N-+1

Nach n — oo und m — oo folgt hieraus

0o 00 0o 00 N
2D aw = s < |2 D o= D o
k=0 (=

k=0 ¢=0 k=0

<

sl <2 Z lagpm)| < e.

k=N+1

N
+ Z%(k) -
k=0

Da ¢ beliebig war, haben wir (18.6) fiir die Reihe der Zeilensummen gezeigt. Der Beweis
fiir die Reihe der Spaltensummen ist analog.
(b): Im Fall (i) sei n € Ny. Dann existiert N € Ny, so dass

{(F,0]0<k <n} C{pk)|0<k<N}

gilt. Es folgt

N 0
D are < lagw] <D lagw),
k=0 k=0

0<k.l<n

sup Z |age| < Z|% k| < oo

n€No o2 pe,

also

Im Fall (ii) gilt

sup Z |ake| = sup ZZWM < ZZMM < 00.

n€No o<k 1<n neNo 3 —0 v=0 k=0 (=0
Der Fall (iii) geht analog. [

Satz 18.26 (Komposition von Potenzreihen). Seien f(z) = Y > a,2" und g(z) =
> o bn2™ komplexe Potenzreihen mit Konvergenzradien ry,r, > 0. Ferner gelte |ao| =
|f(0)| < ry. Dann kann go f in 0 in eine Potenzreihe entwickelt werden mit mindestens
dem positiven Konvergenzradius sup{p > 0]> " |a,|p" < 14}

Beweis. Sei F: U, (0) — C definiert durch F(z) = > "7 |a,|2". Dann folgt F(0) =
lag| < r,. Wegen der Stetigkeit von F existiert p > 0 mit F/(p) < r,. Fiir |2] < p ist dann
f(z) € Uy, (0). Somit ist h(z) = g(f(z)) dort wohldefiniert, und es gilt

Die iterative Anwendung des Cauchyproduktes fiir |z| < rf zeigt (siehe Bemerkung 18.23(b)),
dass Koeffizienten ¢§ € C und ~} € [0, 00) existieren mit

_ <§ Wf>k _ ic;fzé’ wnd  (F(2)f = (img\z) Zw
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Es gilt dabei |cf| < ~F, also fiir z mit |2| < p

SN ez < S0l Yo Ak = S Ibl(F (o)) < o
k=0 /=0 k=0

k=0 (=0 =

Die Doppelreihe >, €N, brcp 2t ist also nach dem Doppelreihensatz summierbar, und mit
ebendiesem Satz folgt

h(z) = i by <§: cé?ze) = i ibkcﬁze = i( N bkc§> 2t
k=0  Ne=0 k=0 (=0 (=0 “k=0

Dies zeigt, dass h die Grenzfunktion einer Potenzreihe in 0 mit Konvergenzradius grofer
als p ist. []

Korollar 18.27. Sei f(z) ==Y 2 a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0,
und sei ag # 0. Dann kann % in 0 in eine Potenzreihe entwickelt werden mit mindestens

dem positiven Konvergenzradius sup{p > 0> " |an|p" < |ao|}.
Beweis. Wir setzen

- 1 1 (—2\"
* — . n d — e — | .
f(2) ;a z un g(2) P Z (ao)

n=0

Dann hat die Potenzreihe fiir g den Konvergenzradius |ag| und Satz 18.26 fiir % =go f*

liefert das Resultat. O

Bemerkung 18.28 (und Beispiel). Die Koeffizienten, die sich aus Satz 18.26 und
Korollar 18.27 ergeben, kann man oft am einfachsten mit Hilfe des Identitatssatzes fir
Potenzreihen berechnen. Dadurch lassen sich manche Grenzwerte einfacher als mit de
I'Hospital (im reellen Fall) bestimmen.

oo
n=0

(a) Fur die Inverse folgt zum Beispiel aus f(z) = >
mit dem Cauchyprodukt

n 1 S n
anz" und 7= = Y om0 Cn?

[e.9]

Der Koeffizientenvergleich fir die Potenzreihen links und rechts auflen liefert ein
unendliches Gleichungssystem, aus dem man sukzessive die Zahlen ¢, berechnen
kann:

1= apCo
0= apC1 + a1Co

0= agCo + a1C1 + 20y
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(b) Fir die Komposition im Fall f(0) = 0 und g(z) = >~ b,2" gilt zum Beispiel
nach Einsetzen fir z — 0

g(f(2)) = by + bi(a12 + azz® + O(2*)) + ba(arz + axz® + O(2*))? + O(2?)
= b() + blalz + (b1a2 + bQCL%)Z2 + 0(23),

so dass sich hier die ersten drei Koeffizienten direkt ablesen lassen. Fiir hohere
Koeffizienten muss man dementsprechend mehr Reihenglieder explizit mitfiihren.

3
(¢) Um lim, (m%) »* zu berechnen, verwenden wir Beispiel 18.15(a) und Bei-

spiel 18.21(a): Fir z — 0 gilt

t
% —1= —% + O(z*) und log(1 + z) = . + O(2?),

also

3 t 3 t 3 2
3 g (Rictana _ 3, () (actene N\ _ 3 (2t ooa)
T2 T 2 T 2 3

Die Stetigkeit der Exponentialfunktion liefert

. arctan x 2 . 3 arctan x 1
lim | ———— =limexp | S log| — ] | =—.
z—0 €T z—0 x x €

Der néchste Satz zeigt, dass die Taylorreihe fiir den Arcus Tangens aus Beispiel 18.21(a)
in —1 und 1 auch mit arctan tibereinstimmt.

Satz 18.29 (Grenzwertsatz von Abel). Sei Y > a,(z — ()™ eine Potenzreihe mit Koeffi-
zienten a,, € C, Entwicklungspunkt ¢ € R und Konvergenzradius r € (0,00), die auch im
Punkt z = ( +r konvergent sei. Dann gilt:

(a) Die Reihe Y>> an(z — ()" konvergiert gleichmdafig im Intervall [C,{ + r].

(b) Die Funktion f: [(,(+ 1] = C, f(2) = > " yan(z — Q)" ist stetig, insbesondere
gilt im, epr f(2) =D 07 @™

z<(+r

FEine analoge Aussage gilt, falls die Reihe im Punkt z = a — r konvergent ist.

Beweis. (a): Ohne Einschrinkung sei ¢ = 0 und r = 1. Anwendung dieses Spezialfalls
auf die Reihe ZZO:O b,z™ mit b, = a,r" liefert dann das allgemeine Resultat.
Fir m € N definieren wir

rm: [0,1] = C, rm(z) = Z anx".

n=m+1

Zu zeigen ist

(18.7) nll_l}I;OH'f’mHoo = 0.
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Sei dazu € > 0 beliebig, und sei

n
Smn 1= g ay fir m,n € N, n > m.
k=m-+1

Da nach Voraussetzung die Reihe Y7  a, konvergiert, existiert N € N mit
(%) |Smn| <&  firn>m>N.

Fir m > N und z € [0, 1) gilt nun

00 0o 00

_ n __ n n+1

Tm(x) — E (Sm,n - Sm,n—l)a7 - § Smnl  — E SmnL )
n=m+1 n=m+1 n=m

denn die Potenzreihen auf der rechten Seite konvergieren fir z € [0, 1) wegen (xx). Da
Sm.m = 0, folgt nun
17 ()] = )(1 —2) Y spar"| <e(l-2)Y a"=e  firm =N, ze0,1).

n=m-+1 n=0

Ferner gilt fiir m > N auch |r,,(1)] = limy, 00| Smn| < €, insgesamt also |7, || < e.
Es folgt (18.7) und damit (a).
(b) folgt aus (a) und Satz 18.3. O

Beispiel 18.30. (a) Wie schon in Beispiel 18.21 bemerkt, konvergiert die Arcustan-

gensreihe
o0

—1)"
Z ( ) m2’rz—|—1
~ 2n+1
in x = +1. Daher sind die Voraussetzungen von Satz 18.29 mit ( =0 und z =1
erfiillt, und es folgt insbesondere die Summenformel

o0 o0
Beispiel 1821 1. Z (=)™ 2nt1 Satz 18.29 Z (

T
— = arctan(l) = lim arctanz

z—1— z—1— — 2n + 1 — 2n
(b) Fur die Taylorreihe
& —1)n1
S,
n=1 n

des Logarithmus im Entwicklungspunkt 1 sind die Voraussetzungen von Satz 18.29
mit ( = 1 und r = 1 erfillt, da die (sich fir x = 2 = ( 4 r ergebende) Reihe
§-icr
n=1 n
nach dem Leibnizkriterium konvergiert. Folglich gilt die Summenformel
n—1

eispiel 18. > —1)nt atz > —1
log(2) = xlir%l, log x Peispied 1815 i Z L(x —1)" Stz 18.29 Z L

T—2— n n
n=1 n=1
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19. Normen und Skalarprodukte

Im Folgenden sei V stets ein R-Vektorraum (z.B. V = RY) und I := [a,b] C R ein
kompaktes Intervall mit a < b. Wir benétigen einen Léngen- bzw. Groflenbegriff fiir
Vektoren aus V', welcher niitzliche Rechenregeln erfiillen soll.

Definition 19.1. Eine Norm auf V ist eine Abbildung ||-||: V' — [0, 00),  — ||z|| derart,
dass fiir alle z,y € V und X € R gilt:

(N1) ||zl =0 <= z=0. (Definitheit)
(N2) [[Az] = [All]] (Homogenitit)
(N3) [l +yll < llzll + [y (Dreiecksungleichung).

Das Paar (V,||-||) heit normierter Raum.

Beispiel 19.2. (a) Die Abbildung |-|: R — [0, 00) ist eine Norm auf R.

77777

(c) Auf dem Vektorraum C(I) der stetigen Funktionen I — R ist die Norm |||
definiert durch || f|le := sup,e;|f(t)|- Diese ist wohldefiniert, weil jedes f € C(I)
beschrankt ist.

Beweis. (b): Zur Definitheit: Fiir z € RY gilt
|T]oo =0 <= Vi:|z;|=0 <= z=0.
Zur Homogenitét: Fiir z € RY und X € R ist

IAr|0 = mzax|)\xi| = |)\|mzax|:zrz~| = [A\||Z]oo-

Zur Dreiecksungleichung: Fiir x,y € RY gilt
|+ Yloo = max|z; + y;| < max(|a;] + |y;]) < max|a;] + max|y;| = 2] + [Y]oo-
Beweis von (c) &hnlich. O

Definition 19.3. Sei 1 < p < 0.

(a) Fiir z € RY sei

|z]p = <|$1|p +-- |$N|p>; (p-Norm von z).
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(b) Fir f e C(I) sei
b 1
I £llp == </ !f!p>p (p-Norm von f).
Satz 19.4. Sei 1 < p < oo. Dann sind die Abbildungen |-|,: RN — [0,00) und
-[l,: C(I) = [0,00) definit und homogen im Sinne von Definition 19.1.
Beweis. Sei x € RY und A € R. Dann gilt:
|z, =0 <= |uff+-- 4|2,/ =0 <= Viig;=0 <<= 2=0

sowie

N N
Mafp =D Pzl = (AP Y Jail” = (1A][],)",
i=1 i=1

also |A\x|, = |A] |z],.

Sei jetzt f € C(I). Ist f = 0, d.h. f(t) = 0 fiir alle t € I, so folgt ||f]|, = 0. Ist
umgekehrt f # 0, so existiert tp € I mit f(ty) # 0, d.h. ¢ := |f(to)|? > 0. Da die Funktion
t = | f(t)|P stetig ist, existiert ferner § > 0 mit |f(¢)|? > § fiir ¢ € I N Us(to). Es folgt

b min{b,to+d} c
Il = ez [ ipp iz G (mingoto+ 0} - max{asty - 6)) >0,

max{a,top—d}

also || f|l, > 0. Es folgt die Definitheit von ||-||,. Zur Homogenitét: Fir A € R gilt

b b
Al = [ ase =P [ 1sp = P

also [Afllp = A1 1lp- U
Satz 19.5 (Holdersche Ungleichung). Seip € (1,00) und g = £5. Dann gilt:
(a) Fir alle z,y € RY ist

N

<D lwillyd < lellyly-

=1

N
E TiYi
i=1

(b) Fir alle f,g € C(I) ist

b b
/ fg‘ < [\l < 151l

Bemerkung: Man nennt ¢ den zu p konjugierten Exponent und schreibt auch oft p’
anstelle von q.
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Beweis. (a): Ohne Einschrankung sei  # 0 und y # 0. Ist |z|, = |y|, = 1, so gilt mit
der Youngschen Ungleichung (siehe Analysis I, Beispiel 14.17):

|2; [P !yzlq lz[b fyld 1 1
wlll < 3o(F -+ ) =Tt = b =1
Z\ i Z P

Im allgemeinen Fall setze & = | ——zund § = | —=—1y. Wegen Satz 19.4 gilt |%|, = |9], = 1,
und mit obiger Rechnung folgt

N N
Dtz lyl = lxly lyla D&l 19:] < Ll lylo-
i=1 i=1

(b): Ubung (Blatt 1). O

Satz 19.6 (Minkowskische Ungleichung). Sei 1 < p < co. Dann gelten
(a) |z +yl, < ||, + |ylp fiir alle z,y € RY.
(B) If +9llp < If1lp + llgllp fir alle f,g € C(I).

Beweis. (a): Seien z,y € RY. Fiir p = 1 erhalten wir sofort

N N N N
oyl =Y iyl <Y (] + i) =Y sl + > il = |zl + |yl
=1 i=1 i=1 =1

Im Fall p > 1 setzen wir z = (|1 + 1P, ..., |20 +yn|Ph) € RY. Mit ¢ :=p' = 57 gilt
dann

(19.1)  |2|f = Zz = Z]:I:l +yil? = v +ylb, also |2]g = |z +ylb .

=1

Mit der Holderschen Ungleichung folgt
N N
+yp = oty =Y |+ il
i=1 i=1

N N
(19.1) _
< Z|x1|zz + Z|%|Zz < |zlplzlg + ylplzlg =" (lz]p + lylp)z + yl,’; g
also |z + Ylp < lzlp + [ylp-
(b): Ubung (Blatt 1). O
Aus Satz 19.5 und Satz 19.6 folgt

Korollar 19.7. Sei 1 < p < co. Dann ist |-|, ist eine Norm auf RY, und |-||, ist eine
Norm auf C(I).
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Definition 19.8 (Skalarprodukt). Ein Skalarprodukt auf dem R-Vektorraum V ist eine
Abbildung (-,-): V x V — R derart, dass fir v,w,z € V und A\, u € R gilt:

(S1) (A + pw, z) = M, 2) + pl{w, z) (Linearitdt in der ersten Komponente)
(S2) (v,w) = (w,v) (Symmetrie)
(S3) (v,v) >0, und (v,v) = 0 genau dann, wenn v = 0. (Definitheit)

)

Das Paar (V, (-, -)) heifit Skalarproduktraum oder Prahilbertraum. Aus (S1) und (S2
folgt auch die Linearitat in der zweiten Komponente: (-, -) ist eine bilineare Abbildung.

Beispiel 19.9. (a) Das euklidische Skalarprodukt auf R ist definiert durch
N
(x,y) == leyl fiir z,y € RY.
i=1
(b) Auf C(I) ist ein Skalarprodukt definiert durch

b
()= [ fg fir fgecu),
Satz 19.10. Sei (-,-) ein Skalarprodukt auf V und ||-||: V' — [0,00) definiert durch
[o]] := /v, v).
(a) Firv,w eV gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
(v, w)] < [[o]l|wl]
mit Gleichheit genau dann, wenn v, w linear abhdngig sind.

(b) [|]] ist eine Norm auf V. Man nennt ||-|| die vom Skalarprodukt (-, -) induzierte
Norm.

Beweis. Fur v,w € V und A € R gilt

(19.2) 0 < (v —Aw,v—w) = (v,v) — Mo, w) — Mw, v) + \*{w, w)
= [[o[* = 2\(v, w) + X*[lw]*

(a): Sei nun ohne Einschrinkung w # 0. Mit A = % (der Minimalstelle des

[l

quadratischen Polynoms in A aus (19.2)) folgt dann

(0w  (ww)?  JolPllwl® = (v, w)?

lwll Jlwl® [[w]}? ’

0 < lo]|* -2

also |(v,w)| < ||v]|||w]|. Gleichheit gilt hier genau dann, wenn mit dieser Wahl von A
bereits in (19.2) Gleichheit gilt, d.h. wenn v = A\w ist.
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(b): Die Definitheit von ||-|| folgt direkt aus der Definitheit des Skalarprodukts.
Zur Homogenitat: Fir A e R, v € V ist

[Av][* = (Ao, Av) = A (v, v) = N||v]?,

also [|Av|| = [Al[|v]].
Zur Dreiecksungleichung: Fiir v, w € V' gilt mit (a):

lv+wl* = (v +w,v +w) = [Jv]|* + 2(v, w) + [Jw]
< lloll* + 2lvllllwll + llwl® = (vl + lwl)*.

]

Bemerkung 19.11. Das euklidische Skalarprodukt auf R induziert die Norm ||, denn
es gilt |z]3 = S°N 2?2 = (2, z) fiir £ € RY. Die Norm ||, bezeichnet man daher auch als
die euklidische Norm.

Das in Beispiel 19.9 definierte Skalarprodukt (-, -) auf C'(I) induziert die Norm ||-||o.
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20. Metrische Raume

Bemerkung 20.1. Ist (V,||-]|) ein normierter Raum, so kann man durch d(z,y) := ||z —y/|
(d steht fir distance) den Abstand zwischen beliebigen Punkten z,y € V' definieren. Es
gilt dann fir z,y,z € V:

e d(z,y) =0 <= z=y
« d(z,y) =d(y,z)
o dz,2) =z -z =(—y)+ -2 <z -yl + Iy — 2l = dlz,y) + d(y, 2).

Wir brauchen einen allgemeinen Abstandsbegriff mit diesen Eigenschaften fiir Punkte in
einer Menge X. Sei z.B. X die Menge der Straflenadressen in Deutschland. Logistisch rele-
vant ist nicht der Luftlinienabstand zwischen den Adressen aus X, sondern z.B. die Lange
der kiirzesten Verbindung im Straflennetz (oder in einem allgemeineren Verkehrsnetz).

Definition 20.2 (Metrik). Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d: X x X — [0,00) derart, dass fiir z,y,z € X gilt:

(M1) d(z,y) =0 <= z=y (Definitheit)
(M2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)
(M3) d(z,2) <d(x,y)+ d(y, 2) (Dreiecksungleichung)

Das Paar (X, d) heiit metrischer Raum.

Beispiel 20.3. (a) Ist (V.]||) ein normierter Raum, so ist (V, d) ein metrischer Raum
mit der durch die Norm induzierten Metrik d: V' x V' — [0, 00), d(z,y) := ||z — y/|,
siehe Bemerkung 20.1. Es gilt also

Skalarproduktraum —— normierter Raum ——  metrischer Raum

mit induzierten Strukturen. Alle Definition und Séatze iiber metrische Rdume
iibertragen sich daher direkt auf normierte Raume und Skalarproduktréaume.

Notation spezieller induzierter Metriken:
o dy(z,y) = |z —yl, fir z,y € RY.
o dy(f,9) = Ilf = gll, fiir f,9 € CI).
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Fiir z,y € RY lasst sich z.B. die Zahl d;(z,y) anschaulich charakterisieren als die
minimale Lange eines stiickweise zu den Koordinatenachsen parallelen Streckenzuges,
welcher die Punkte x und y verbindet. In Bemerkung 20.1 entspréiche dies der
logistisch relevanten Distanz in einem Straflennetz mit zwei Scharen paralleler
Straflen, die sich im rechten Winkel schneiden (,,Mannheimer Metrik“).

(b) Sei X eine beliebige Menge. Die diskrete Metrik d auf X ist definiert durch

0, T =y;
d(z,y) = {1 vty

(c) Die franzosische Eisenbahnmetrik (, FEB-Metrik®) ist definiert auf X = R? durch

Az, y) 2 — yl2, falls x, y linear abhingig;
x? = . - .

Y 2]2 + [yl2, falls x,y linear unabhéngig,
wo wir z und y als Vektoren in R? auffassen.

Im Folgenden sei (X, d) stets ein metrischer Raum.

Definition 20.4 (Grenzwert). Sei (z,,), eine Folge in X und ¢ € X. Gilt lim,,_,oc d(x,,, a) =
0, so nennt man a Grenzwert der Folge (z,), und schreibt

a= lim z, oder  z, —»afirn— oo. ((x,), konvergiert gegen a)
n—oo

Satz 20.5. Konvergiert eine Folge (x,,), in X, so ist der Grenzwert eindeutig bestimmit.
Beweis. Sind a,b € X mit lim,, o, d(x,,a) = 0 = lim,_,o d(x,,b), so gilt

(M3)
0 <d(a,b) < d(a,x,)+d(z,,b) =0 firn— oo,

also d(a,b) = 0 und somit a = b wegen (M1). O
Beispiel 20.6. Betrachte z, = (1,1) € R* fir n € Nund a = (1,0) € R?,
(a) Fir 1 < p < oo gilt lim,,, , = a im metrischen Raum (R? d,), da

1

)

1 ;
=— =0 fir n — oo.
n

(20, @) = |2 —al, = |0, )]

(b) Beziiglich der FEB-Metrik d auf R? konvergiert die Folge (z,,), nicht gegen a, da

1
d(zn,a) = |xala +ala =4 /1+ 5 +1>2 fiir alle n € N,
n
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Definition 20.7. (a) Fira € X, r > 0 sei

Ur(a) :={y € X |d(y,a) <r} (offene r-Kugel um a)
By(a) :={y € X |d(y,a) <r} (abgeschlossene r-Kugel um a)

(b) In einem normierten Raum (V, ||-||) heifit B1(0) = {v € V | ||v|| < 1} Einheitskugel
von V.

Definition 20.8. (a) Sei A C X. Der Durchmesser von A ist definiert durch

diam(A) := sup{d(z,y) | z,y € A} € {—o0} U0, 0.

(b) A heifit beschrinkt, falls diam(A) < oo.

(¢) Eine Folge (x,), in X heiit beschrankt, falls die Menge {x,, | n € N} beschrankt
ist.

Bemerkung 20.9. (a) Es gilt diam(B,(a)) <2r fira € X, r > 0.
(b) Ist AC B C X, so gilt diam(A) < diam(B).

(c) Eine nichtleere Teilmenge A C X ist beschrankt genau dann, wenn a € X und
r > 0 existiert mit A C U, (a).

Beweis. (a): Fir z,y € B,.(a) gilt d(x,y) < d(z,a) + d(a,y) < 2r, und somit folgt
diam(B,(a)) < 2r.

(b): Dies folgt direkt aus der Definition von diam.

(c): ,&<=*“: Gilt A C U,(a) fiir ein a € X, r > 0, so folgt

(b) (b) (a)
diam(A) < diam(U,(a)) < diam(B,(a)) < 2r < oo,

und somit ist A beschrénkt.
»,=—"“: Nach Voraussetzung ist 1’ := diam(A) € [0,00). Mit 7 := r’ + 1 und beliebig
gewahltem a € A gilt dann

d(z,a) < diam(A) <r fir alle x € A,
also A C U,(a). O
Definition 20.10. Sei A C X und a € X. A heif}t
(a) Umgebung von a, wenn es € > 0 gibt mit U.(a) C A.

(b) offen (in X), wenn es zu jedem = € A ein ¢ > 0 gibt mit U.(x) C A, d.h. wenn A
Umgebung von allen Punkten in A ist.

(c) abgeschlossen (in X), wenn X \ A offen ist.
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Satz 20.11. In jedem metrischen Raum (X,d) gilt:
(a) Firae X, r>0 ist U.(a) offen und B,(a) abgeschlossen.
(b) X, @ sind jeweils offen und abgeschlossen.
Beweis. (a): Sei z € U.(a), d.h. d(z,a) <r. Mit € :=r — d(z,a) > 0 gilt fir y € U.(x):
d(y,a) < d(y,z)+d(z,a) < e+d(z,a) =r, also y € U,(a).

Somit ist U.(z) C U,(a). Es folgt: U,.(a) ist offen.
Zum Beweis der Abgeschlossenheit von B, (a) zeigen wir:

(20.1) X \ B, (a) ist offen.
Sei x € X \ B.(a), d.h. d(z,a) > r. Mit € :=d(x,a) —r > 0 gilt fir y € U.(x):
d(y,a) > d(z,a) —d(z,y) > d(z,a) —e =r, also y € X \ B,(a).

Somit ist U.(z) C X \ B,(a). Es folgt (20.1).
(b): ist trivial. O

Beispiel 20.12. Sei A := {(¢,0) |1 <t < 3} C R%
(a) A ist weder offen noch abgeschlossen im metrischen Raum (R?, d,,)

(b) Ist d die FEB-Metrik, so ist A = U;((2,0)) bzgl. d, also ist A offen im metrischen
Raum (R? d).

Man kann offene Mengen auch als Ausgangspunkt der Untersuchungen wéhlen:

Definition 20.13. Seien Y eine Menge und O C 2¥ (d.h. O ist eine Familie von
Teilmengen von Y') mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Y, € O;

(ii) wenn U; € O fir alle ¢ € I gilt, wo I eine beliebige Indexmenge ist, dann folgt
Uier Ui € O;

(iii) wenn U; € O fur alle i € I gilt, wo I eine endliche Indexmenge ist, dann folgt

Nic; Ui € O.

Dann heifit O eine Topologie auf Y. Die Elemente von O nennt man auch offene Mengen,
und das Paar (Y, O) heiit topologischer Raum. FEine Teilmenge A C Y heifit abgeschlossen
wenn Y \ A offen ist.

Bemerkung 20.14. Sei Y ein topologischer Raum. Ist A; C Y abgeschlossen fiir i € I,
so ist [);c; Ai abgeschlossen. Ist ferner I endlich, so ist auch | J,.; A; abgeschlossen
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Beweis. Fiir i € I ist A; abgeschlossen, also X \ A; offen. Nach Definition 20.13(ii) ist

XA A= 49

icl icl

offen, also (,.; A; abgeschlossen. Ist I = {1,...,n}, so folgt aus Definition 20.13(iii),

dass
AU =[x\ 4

offen, also (J,.; Ai abgeschlossen ist. ]

Satz 20.15. Die Familie der (metrisch) offenen Mengen in X bilden eine Topologie auf
X, die metrische Topologie oder die von der Metrik induzierte Topologie.

Beweis. Wegen Satz 20.11(b) reicht es, die Eigenschaften in Definition 20.13(ii) und (iii)
fiir die metrisch offenen Mengen zu zeigen. Seien dazu I eine Indexenge und A; C X offen
fir i € 1. Sei v € A := |J,c; Ai, dh. 2 € A fiir ein 4y € I. Da A;; offen ist, existiert
e >0 mit U.(z) C A;, C A. Es folgt, dass A offen ist.

Sei ferner I endlich, d.h. I := {1,...,n} und z € N_, 4;, dh. z € A, fir i =
1,...,n. Nach Voraussetzung existieren ¢; > 0 mit U, (z) C A; firi = 1,...,n. Mit
€ 1= minj<;<p &; > 0 gilt dann

Es folgt die Offenheit von (_, A;. O

Bemerkung 20.16. Wir betrachten R mit der von der Betragsnorm induzierten Metrik,
um zu zeigen, dass in Satz 20.15 und in Bemerkung 20.14 die Endlichkeitsvoraussetzung
nicht unwesentlich ist. Unendliche Schnitte offener Mengen sind im Allgemeinen nicht offen:
Fiir alle n € Nist (—=, 1) offen in R, aber {0} = (), cn(—=, £) ist nicht offen. Unendliche
Vereinigungen abzéhlbarer Mengen sind dementsprechend im Allgemeinen auch nicht
abgeschlossen: Fiir alle n € N ist z.B. [£, 1] abgeschlossen in R, aber (0,1] = [J, (%, 1]
ist nicht abgeschlossen.

Definition 20.17. Sei A C X und a € X.
(a) Wir setzen

A= U B (Offener Kern von A)
BCA, B offen

A= m B (Abschluss von A)
BDA, B abgeschl.

OA:=A\ A (Rand von A).

Wir verwenden auBerdem die Schreibweise int A (interior of A) statt A fiir kompli-
ziertere Ausdriicke A.
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(b) a heifit
e innerer Punkt von A, falls a € A.
e Berihrpunkt von A, falls a € A.
o Randpunkt von A, falls a € 0A.
o Hiufungspunkt von A, falls a € m.

Satz 20.18. Seien A,C C X. Dann gilt:
(a) A ist offen, und A, DA sind abgeschlossen.
(b) A offen = A=A,
(c) A abgeschlossen <= A= A.
(d) A =14 und int(int A) = int A.
(e) X\A=X\A, X\A=int(X\A) und 0A=ANX)\A.
(f) Ist A C C, so folgt AcCCund ACC.
Beweis. (e):
(20.2) X\A= () B= [ x\B =X\ |J B=x\4

BDX\A B/CA B'CA
B abgeschl. B’ offen B’ offen

o (20.2)

Sei ferner D := X \ A. Dann gilt X\ D =~ X\ D =4, also D = X \ 4. SchlieBlich ist
- s - 80 (20.2) &=
JA=A\A=AN(X\A) ="AnX\A

(a): Wegen Satz 20.15 ist A offen und A abgeschlossen. Somit ist auch

A2 AnX \ A abgeschlossen.

(b) und (c) folgen aus (a) und Definition 20.17. (d) folgt aus (a)—(c). (f) folgt direkt
aus Definition 20.17. [

Definition 20.19. Fir e € X und A C X sei
dist(a, A) := inf{d(a,y) |y € A} (Abstand von a zu A)
Satz 20.20. Sei A C X und a € X. Dann gilt:

(a) Genau dann ist a innerer Punkt von A, wenn € > 0 ezistiert mit U.(a) C A, d.h.
wenn A eine Umgebung von a ist.

(b) Aquivalent sind:
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(i) a € A (d.h. a ist Berihrpunkt von A).
(ii) dist(a, A) =0
(iii) FEs existiert eine Folge (xy,), in A mit lim,_,. x, = a.

(c) a ist Haufungspunkt von A genau dann, wenn eine Folge (x,), in A\ {a} existiert
mit lim,, o0 T,, = a.

Beweis. (a): ,=“: Seia € A. Da A offen ist, existiert £ > 0 mit U.(a) C AcC A

,<=“: Gilt umgekehrt U.(a) C A fiir ein £ > 0, so folgt U.(a) C A, da U.(a) offen ist.
Insbesondere folgt a € A.

(b): Es gilt:

a€A +—= adX\A=int(X\ A)

(20.3) & i alle e > 0 st Ua) Z X\ A
<= furallee >0ist U.(a) N A # @.

»(1) = (ili)*: Bs folgt aus (20.3), dass fiir alle n € N ein z,, € U1 (a) N A existiert, d.h.
d(zy,a) < £ — 0 fir n — oco.

L(iil) = (ii)“: Es gilt dist(a, A) < d(a,z,) fir alle n € N, also dist(a, A) = 0.

»(i1) = (1)“: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein z € A mit d(z,a) < ¢, d.h. fiir alle ¢ > 0 ist
U.(a) N A # @, und (20.3) liefert daher (i).

(c): folgt aus (b) angewandt auf A\ {a}. O

Korollar 20.21. A C X ist abgeschlossen genau dann, wenn alle Folgen in A, die in X
konvergieren, thren Grenzwert in A haben.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 20.18(c) und Satz 20.20(b). O

Als Anwendung dieser Charakterisierung ergédnzen wir einen intuitiveren Beweis der Aus-
sage, dass die abgeschlossene Kugeln B,(a) C X abgeschlossen sind, siehe Satz 20.11(a):

Beweis. Sei (x,,), eine Folge in B, (a) mit x,, — = € X. Dann ist
d(z,a) < d(z,z,) + d(zp,a) < d(z,x,) +71 fir alle n € N,

also d(z,a) < lim, o d(x,x,) +r = r. Somit folgt + € B,.(a), und damit folgt die
Abgeschlossenheit von B,(a). O

Satz und Definition 20.22. Ist M C X, so erfillt die Finschrinkung von d auf M x M
ebenfalls die metrischen Aziome, d.h. (M,d) ist ebenfalls ein metrischer Raum. Diese
Metrik auf M heifst die von X induzierte Metrik und die zugehdrige Topologie auf M
heifit die induzierte (oder auch relative) Topologie von M. Die entsprechenden offenen
und abgeschlossenen Mengen heiffen relativ offen bzw. relativ abgeschlossen. Dabei gilt:

(a) A ist relativ offen in M genau dann, wenn eine offene Teilmenge A’ C X existiert
mit A=MNA.
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(b) A ist relativ abgeschlossen in M genau dann, wenn M C A gilt. Hierbei
bezeichne A~ den Abschluss von A in X. In diesem Fall gilt A = A0,

Der Beweis dieser Aussagen verbleibt als Ubung.

Beispiel 20.23. Sei X = R? und M = Z? C R?, jeweils betrachtet mit der Metrik
ds. Dann ist jede Teilmenge von M relativ offen und abgeschlossen in M, aber keine
nichtleere Teilmenge von M ist offen (in X).
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21. Aquivalente Normen und die
Topologie des RN

Satz 21.1 (Bolzano-Weierstral). Sei (z) ein Folge in RN derart, dass C > 0 existiert
mit |zyle < C fir alle k € N. Dann gibt es eine Teilfolge (xy,); und a € RN mit
im0 7k, = a beziiglich |-|s.

Beweis. Induktion nach der Raumdimension N.

(a) ,N =1,dh RY =R, || = |-|“: In diesem Fall folgt die Behauptung aus dem
bereits bewiesenen Satz 6.31 aus Analysis I.

(b) ,N = N + 1% Schreibe 2 = (yp, tx) € R¥V* = RY x R mit y, € RY, ¢, € R.
Mit (xy)x sind dann auch die Folgen (y)r und (¢x)x bzgl. |-|oc bzw. |-| beschrankt.
Nach Induktionsannahme existiert y € R" und eine Teilfolge (Yk,;); von (yx)r mit
lim; o0 yr; =y in (RY, [-|o). Zudem existiert nach Satz 6.31 eine Teilfolge (ty;, ).
von (ty;); und ¢ € R mit limg oo ty,, = t. Mit a = (y,1) € RN+ folgt nun

‘x’% — Ul = max{|ykje = Y|oos ‘tk’u — t]oo} — 0 flir ¢ — oo.

Es folgt limy_, Ty;, = a bzgl. |-|eo und somit die Behauptung in RV,
]

Definition 21.2. Sei V' ein R-Vektorraum. Zwei Normen ||-|| und ||-||. auf V' heilen
aquivalent, falls c1, co > 0 existieren mit

alvl <ol < el firveV.
Wir schreiben dann ||-|| ~ ||-||.

Es ist eine einfache Ubung zu zeigen, dass die Aquivalenz von Normen eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge aller Normen in einem Vektorraum ist.

Satz 21.3. Sei V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum. Dann sind alle Normen auf
V' dquivalent.

Beweis. 1. Fall: V = RY. Sei ||-|| eine beliebige Norm auf RY. Wir zeigen: ||| ~ ||co-
Firz = (x1,...,2y) = ZZN:1 zie; € RY gilt

N N
(21.1) ol < Y Jzillledll < J2loe D lleill = e2f)oe.
i=1 i=1

=:c2
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Noch zu zeigen:
(21.2) Es gibt ¢; > 0 mit ¢;|7|s < ||z fiir alle z € RY.

Angenommen, dies gilt nicht. Dann existieren y, € RV \ {0}, & € N mit ¢|yk|oo > ||ysl|-
Setze zp, := ‘y@:‘“ Dann ist

I ]

1
|Zk|lo =1 und ||z]| = gl < - fir alle £ € N.
Somit folgt limy o 2 = 0 bzgl. ||-||. Nach Satz 21.1 existiert a € RY und eine Teilfolge

(2k,;); mit lim;_, 0|2k, — aloo = 0 und somit lim;_, |2z, — al| = 0 wegen (21.1). Es folgt
a = 0. Andererseits hat man

11— aloo| = |2k, |00 — lalos| < |2k, — aloo — 0 fir j — oo.

Also ist |a|e = 1 im Widerspruch zu a = 0. Somit folgt (21.2), und aus (21.1) und (21.2)
folgt: ||| ~ |*|ee. Mit der Transitivitit von ~ folgt die Aquivalenz von je zwei Normen
auf RY.

2. Fall: V beliebiger R-Vektorraum mit N := dimV < oo. Wahle einen linearen

Isomorphismus 7': V' — RN, Zu gegebenen Normen HH7 HH* auf V definiere Normen
-l |||z auf RY durch

lzllz =T 2l ||ollr, = 1T 2l fir 2 € RY.
Aus dem 1. Fall folgt |||z ~ ||||7.«, d-h. es existieren c¢;, ¢y > 0 mit
alzlr < lzlr. < collzllr  fir z e RY.
Auflerdem gilt fiir alle v € V:
loll = |77 Tol| = |Tvllr  und |l = T Toll = [|Tv]iz
Zusammengenommen liefern diese Tatsachen ||-|| ~ |||« O

Bemerkung 21.4 (Topologie des RY). Man sieht leicht, dass sich die Eigenschaften
,Offenheit* und ,, Abgeschlossenheit” sowie die Folgenkonvergenz bei Ubergang zu einer
dquivalenten Norm nicht dndern. Aquivalente Normen erzeugen also dieselbe Topologie,
d.h. dasselbe System von offenen Teilmengen. Insbesondere ist die Topologie des RY
nach Satz 21.3 unabhéngig von der gewédhlten Norm ||-||. Die Konvergenz einer Folge
(71)x in RY ist dabei stets charakterisiert durch komponentenweise Konvergenz:

vy —a=(a',...,d") mRY firk—oo <=
(KK) 1 1 N N . ..
T, —a,...,r, —a inR fir k — oo

Dies iiberpriift man leicht durch Wahl der Norm ||, auf RY.
Falls nicht anders angegeben, betrachten wir RY ab jetzt immer mit der euklidischen
Norm |-|s.
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Bemerkung 21.5. Wie in den Ubungen definieren wir fiir r € [1,00) die Folgenriume
0" = {(zg) CTR| Y 52, |2k]" < 0o} mit den Normen ||(z)]], = (Z;’;lukr)l/r, und (> =
{(zr) C R |supgen|er| < 0o} mit der Norm ||(2k)||co = supgen|er|. Fir 1 <p < ¢ < oo
gilt laut Ubungsblatt 2 7 C (7 und ||z||, < ||z, fiir alle z € (7. Wir zeigen, dass die
Normen [|-||, und ||-||, auf 7 nicht d4quivalent sind. Wére dies der Fall, dann gébe es
namlich C' > 0, so dass ||z||, < C||z||, fir alle x € ¥ erfilllt wére. Sei (z) € ¢4\ ¥ und
sei fir n € N das Element z™ € P definiert durch z" = (21, %2,...,2,,0,0,...). Dann
folgt fiir alle n € N

n 1/p
(ZWVD) = [[="]l, < Cllz" |l < Cllz(lg < oo
k=1

Dies zeigt, dass die Reihe Y7 |z [P konvergiert, im Widerspruch zu z ¢ ¢°. Also konnen
die Normen nicht dquivalent sein.
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22. Stetige Abbildungen

Im Folgenden seien (X, dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Rédume.

Definition 22.1 (Stetigkeit). (a) Sei f: X — Y eine Abbildung. f heifit stetig in
einem Punkt a € X, falls fur alle Folgen (x,), in X die Implikation gilt:

(22.1) lim z, =a in X = lim f(x,) = f(a) inY.

n—oo n—o0
f heifit stetig (oder genauer: stetig in X), falls f in allen Punkten aus X stetig ist.

(b) Ist M C X, f: M — Y eine Abbildung und a € M, so heifit f stetig in a, wenn
die Implikation (22.1) fiir alle Folgen (), in M gilt. Man betrachtet in diesem

Fall in der Stetigkeitsdefinition also den metrischen Teilraum (M, dx) anstelle von
(X, dx).

Bemerkung 22.2. Fiir eine Abbildung f: X — Y und a € X sind dquivalent:
(i) f ist stetig in a
(ii) Fur alle e > 0 existiert 6 > 0 mit f(Us(a)) C U(f(a)).
(iii) Fiir jede Umgebung V' C Y von f(a) ist f~}(V) C X eine Umgebung von a.

(ii) kann offensichtlich auch folgendermafien ausgedriickt werden: Fir alle € > 0 existiert
d > 0 derart, dass fiir alle x € X mit dx(x,a) < § gilt: dy(f(z), f(a)) < . (Beweis:
Leichte Ubung analog zu Analysis I, Satz 10.13.)

Satz 22.3. Seia e X, \,u e R. Sind f,g: X — R in a stetig, so auch
(a) Af+pg: X = R.
(b) f-9: X = R.
(c) %: D, — R, fallsa € D, :={x € X | g(z) # 0}.
Beweis. Wie in Analysis I, Satz 10.8 O]

Beispiel 22.4. (a) Aus Bemerkung 21.4(KK) folgt direkt die Stetigkeit der Projekti-
onsabbildungen

P:RY 5 R, P(z)=z; (i=1,...,N).
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(b) Jede Polynomfunktion
k
P:RY - R, P(z) :Z)\ix?” ez
i=1
mit £k € N, A\j,..., Az € R und a;; € No fir1 <¢ <k, 1<j <N ist stetig. Dies

folgt aus (a) und Satz 22.3.

Bemerkung 22.5. Eine Abbildung f: X — R¥ ist genau dann in a € X stetig, wenn
ihre Komponentenfunktionen f;: X — R, i=1,...,n, in a stetig sind.

Beweis. Sei (xy) eine Folge in X mit limy_,, , = a. Dann:

lim f(z) = f(a)
k—o00
Dies liefert die Behauptung. O]

Definition 22.6 (Abbildungsgrenzwert). Sei A C X, f: A — Y eine Abbildung und
a € X ein Haufungspunkt von A. Ein Punkt b € Y heiit Grenzwert von f in a, wenn
fur alle Folgen (z,), in A\ {a} mit lim,_, x, = a gilt: lim,, ., f(x,) = b. Man schreibt
dann b = lim,_,, f(z). Beachte: Ist a € A, so ist f genau dann in a stetig, wenn
lim, . f(z) = f(a) gilt.

Satz 22.7. Seien f: X =Y, g: Y — Z Abbildungen und a € X. Ist f in a stetig und g
in f(a) stetig, so ist go f: X — Z in a stetig.

Beweis. Wie in Analysis I, Satz 10.10. O

Satz 22.8. Fir f: X — Y sind folgende Eigenschaften dquivalent.
(i) f stetig.
(i) Fliir jede offene Menge V CY ist f~1(V) C X offen.

Bemerkuypg 214(KK) Tim fi(w) = fila) fiwi=1,...n.
—00

(iii) Fiir jede abgeschlossene Menge V C Y st f~1(V) C X abgeschlossen.
Beweis. (i) = (iii): Sei V' C Y abgeschlossen, und sei (z,,), eine Folge in f~1(V') mit
T, — a € X fir n — oo. Geméaf Korollar 20.21 ist zu zeigen: a € f~1(V). Da f in a
stetig ist, folgt lim, o f(z,) = f(a), wobei f(z,) € V fir alle n. Mit Korollar 20.21
folgt: f(a) € V, also a € f~1(V).

(iii) = (ii): Ist V C Y offen, so ist Y\ V C Y abgeschlossen, also nach (iii) auch

FYAV) =X\ fH(V)

als Teilmenge von X. Also ist f~!(V) C X offen.

(ii) = (i): Seia € X und € > 0. Da U.(f(a)) C Y offen ist, ist mit (ii) auch

I (UE( f(a))) CX  offen.

Somit existiert 6 > 0 mit Us(a) C f‘1<U5(f(a))>, also f(Us(a)) C U.(f(a)). Mit
Bemerkung 22.2 folgt: f ist stetig in a. O
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Bemerkung 22.9. Satz Satz 22.8 ist sehr niitzlich, um Offenheit oder Abgeschlossenheit
von Teilmengen des RY zu beweisen. So ist z.B. die Menge

A= {(z,y) € R* | 142” + 3y* — 22y < 5} C R?

offen, da sie sich als Urbild A = f~!((—o00,0)) der offenen Teilmenge (—o0,0) C R unter
der stetigen Funktion

f:R? 5 R, f(z,y) = 142® + 3y* — 22y — 5
schreiben lasst (vgl. Beispiel 22.4(b)).
Definition 22.10. Eine Abbildung f: X — Y heifit

o gleichmdfig stetig, falls fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert derart, dass fir alle
x,y € X die Implikation gilt:

dx(z,y) <6 = dy(f(2), f(y)) <e.
o Lipschitz-stetig, falls ein L > 0 existiert derart, dass
(22.2) dy (f(x), f(y)) < Ldx(z,y) fir alle z,y € X.

Eine Zahl L, fir die (22.2) gilt, nennt man auch Lipschitz-Konstante von f.

Bemerkung 22.11. Fir Abbildungen f: X — Y gelten folgende Implikationen:

f Lipschitz-stetig — f gleichmafBig stetig — f stetig.
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23. Lineare stetige Abbildungen

Im Folgenden seien V, W stets normierte R-Vektorraume mit Normen ||-||y und ||-||w.

Ferner sei Hom(V, W) :={T": V — W | T' R-linear.}.
Satz 23.1. Sei T € Hom(V, W) und
|7 = sup{[|Tz[lw |z € V. [|lzlly <1} € [0,00].
Dann sind dquivalent:
(i) T ist Lipschitz-stetig.
(ii) T ist in O stetig.
(iii) || 7| < oc.

Beachte: Wie man leicht sieht, ist ||T'|| die kleinste Zahl in [0, 0] derart, dass die
Ungleichung

(23.1) | Tx|lw < [|T] |l=]lv fur allez € V

gilt (unter der Vereinbarung oo -0 =0 und oo - a = oo fiir a > 0). Ist V' # {0}, so ist

Tx w
I7) = sup 1EEw
zeV\{0} ||x||v

Beweis. (i) = (ii)“: trivial.
(i) = (iii)*: Zu € = 1 existiert & > 0 mit T<U5(O)> cU (T(O)) = U,(0), d.h.
|Tx||lw < 1 fir alle x € V mit ||z]|y < §.

Sei nun « € V mit ||z||y; < 1. Dann ist [|$z|y < 2 <4, und somit

2 ) 2
Tl = SIT Gl < =

Es folgt: ||T]| < 2 < 0.
(i) = (1)“: Fir z,y € V gilt wegen (23.1):

1Tz = Tyllw = [IT(x = y)llw < Tlllz = yllv.

Also ist T' Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante ||T]]. O
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Satz und Definition 23.2. Die Menge L(V,W) :={T € Hom(V,W) | T stetig} ist ein
normierter Raum bzgl. der in Satz 25.1 definierten Norm

-] : £V, W) = [0, 00) (Operatornorm)

Wir betrachten L(V, W) stets mit dieser Norm. Ist V=W so schreiben wir L(V') anstelle
von L(V, V).

Beweis (Normeigenschaften). Seien S,T € L(V,W). Dann gilt:
IT|=0 <= |Tz|lw=0 firallezeV <+ T =0.

Fur A € R ist ferner

AT} = supq [ATzllw | flzllv < 1 o = [Alsup{[|Tz{lw | [[z]lv < 1} = [A[|[T]] < oo,
——

ATz w
insbesondere ist also AT € L(V, W). Schlielich ist fur alle z € V
(T + S)zllw = Tz + Szllw < | T=llw + [Szllw < (TN + [[SIDll=(lv
also ||T+ S|| < |IT|| + ||S|| < oo, insbesondere ist also S + T € L(V, W), O

Satz 23.3 (Submultiplikativitdt der Operatornorm). Sei Z ein weiterer normierter
Raum mit Norm |||z, und seien T € L(V,W) und S € L(W,Z). Dann ist

ST e L(V,Z)  und  |ST| < [IS|[IT]]
Beweis. Fiur x € V ist
15Tzl z < IS Tzllw < ISINT 2]y,

also folgt |[ST'|| < [IS][[[T]. O
Satz 23.4. Ist dimV < oo, so ist jede lineare Abbildung T:V — W stetig.

Beweis. Sei T € Hom(V, W). Wir definieren eine weitere Norm ||-||z auf V' durch
|zl = l|zllv + || Tx||lw firzeV (sog. Graphennorm)

Die Normeigenschaften sind klar. Aus Satz 21.3 folgt: ||-||7 ~ ||-||v. Insbesondere existiert
also C' > 0 mit

|lz|lr < Cllz||y firz e V,also ||[Tz|lw < Cllz|y firzeV.

Es folgt 7' e L(V, W) mit ||T|| < C. O
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Beispiel 23.5. Wir betrachten L € £(RY ,R™) und die Operatornorm

LZBQ
L= sup L@
€ RM\{0} |22

bzgl. der zugrundeliegenden Norm || sowohl auf RY als auch auf R™. Um |L|| zu
berechnen, machen wir zunachst einen

Exkurs in die lineare Algebra

1. Die Adjungierte L* € L(R™ RY) von L ist eindeutig definiert durch die Eigenschaft
(23.2) (Lz,y) = (x, L"y) fiir alle z € RY, y € R™,

wobei auf der linken bzw. rechten Seite dieser Gleichung das euklidische Skalarprodukt
in R™ bzw. RY steht. Die Existenz und Eindeutigkeit von L* kann man z.B. iiber eine
feste Matrixdarstellung einsehen. Sei dazu B = {ey,...,eyx} die kanonische (d.h. aus
Koordinaten bestehende) Basis von RY und B’ = {e}, ..., e}, } die kanonische Basis von
R™. Aufgrund der Bilinearitit des Skalarprodukts ist (23.2) dann dquivalent zu

(23.3) (Lei, e) = (e, L)) firi=1,....N,j7=1,...,m.

Sei nun (a;;);; € R™¥ die Matrixdarstellung von L beziiglich der Basen B, B, und
(bij)i; € RV*™ die Matrixdarstellung von L* beziiglich der Basen B', B. Fiir die linke
Seite von (23.3) erhélt man dann

m

m
<L€z‘>€;> = <Z aki€;<;7e;‘> = Zaki(e;,e;) = Gjis

k=1 k=1

und fiir die rechte Seite gilt
N N
(ei, L*€;> = (e, Zbkjek> = Z brj{ei, ex) = bij.
k=1 k=1

Damit ist (23.2) dquivalent zu b;; = ay; fir ¢ = 1,...,N, j = 1,...,m. Also ist L*
eindeutig gegeben durch seine Matrixdarstellung (bzgl. der kanonischen Basen), welche
durch Transposition aus der von L hervorgeht.

2. Das Argument unter 1. lasst sich nicht nur mit kanonischen Basen, sondern allge-
meiner mit jeder Wahl von Orthonormalbasen B und B’ von RY bzw. R™ durchfiihren.
Dabei heifit eine Basis vy, ..., vy Orthonormalbasis von RY, wenn

L, 1=y,
<U v]) J {O, Z?éj

fiiri,j =1,..., N gilt.
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3. Ein Element T € L(RY) heifit symmetrisch, wenn gilt:
(23.4) (Tx,y) = (z,Ty) fiir alle 2,y € RY.
In diesem Fall hat 7" nur reelle Eigenwerte, und R besitzt eine Orthonormalbasis aus
zugehorigen Eigenvektoren.

Dies ist aus der linearen Algebra bekannt - wir werden aber spéater einen Beweis mit
Hilfe mehrdimensionaler Differentialrechnung ergénzen.

Ende des Exkurses
Im Folgenden betrachten wir nun 7' := L*L € L(RY). Dann ist 7' symmetrisch, denn
(L*Lz,y) = (Lx, Ly) = (x, L* Ly) fiir alle 7,y € RY.
Somit besitzt RY eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren vy, ..., vy von T zu reellen
Eigenwerten \; < --- < Ay. Diese Eigenwerte sind allesamt nichtnegativ, denn es gilt
M|vils = (N, v1) = (T, v1) = (Lvy, Lvy) = | Loyl

Ist nun z = SN |y € RY, so folgt aus der Orthonormalitét

N N
|Laf3 = (T2, ) <Z piAiv;, vaz> =Y Al <A pd = Al
i=1 i=1
wobei fiir x = vy Gleichheit gilt. Es folgt

IL]l = v/ Ax.

Mit anderen Worten: Die Operatornorm von L bzgl. |-|o ist die Wurzel des grofiten
Eigenwertes von L*L € L(RY).
Im Spezialfall N = m und L = L* (d.h. L ist symmetrisch) erhalt man

|L|| = max{|A| | A Eigenwert von L}.

Beispiel 23.6. (a) Sei a € RY fest und T' € L(RY R) definiert durch
N

Tx = (a,z) = Z a;x;.

=1

Betrachtet man R™ mit der Norm ||, fir ein p € [1,00] und R mit ||, so erhélt
man
|laly, falls p = oo;
17| = < |aloo, falls p = 1;
lal »_, falls 1 < p < 0.
-

Beweis als Ubung.
(b) Sei V.= C([0,1]) und T" € Hom(V, R) definiert durch 7'(f) = f(0). Betrachtet man
V' mit der Norm ||-||, fir ein p € [1, o0], so gilt:
o T ist stetig, falls p = oo.
o T ist nicht stetig, falls p < cc.

Beweis als Ubung.
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24. Kompaktheit

Im Folgenden sei (X, d) ein stets metrischer Raum. Zur Motivation dieses Kapitels betrach-
ten wir folgende Frage: Unter welchen Bedingungen an X nimmt jede stetige Funktion
f: X — R ein Maximum und ein Minimum an? Wir wissen bereits aus der Analysis I,
das dies fir ,kompakte* Intervalle X = [a,b] C R gilt. Eine allgemeinere Antwort auf
diese Frage erhalt man vermoge einer allgemeinen Betrachtung des Kompaktheitsbegriffs.

Definition 24.1. (a) (X, d) heiBBt kompakt, falls gilt: Ist I eine beliebige Indexmenge
und sind U; € X, i € I offene Mengen mit X = (J,.; U;, so existiert eine endliche
Teilmenge J C I mit X = J,; U;. Mit anderen Worten: Jede offene Uberdeckung
von X lésst sich auf eine endliche Teiliiberdeckung reduzieren.

(b) Eine Teilmenge A C X heifit kompakt, wenn der metrische Raum (A, d) kompakt
ist. Dies ist nach Satz und Definition 20.22 genau dann der Fall, wenn gilt: Ist I
eine beliebige Indexmenge und sind U; € X, i € I offene Mengen mit A C |J,.; U,
so existiert eine endliche Teilmenge J C I mit A C Uie ;Ui

Beispiel 24.2. (a) A := {1 |n € N} C R ist nicht kompakt: Betrachte / = N und
U, := (£,00) fiir n € N. Dann ist U, C R offen fiir alle n und A C (0,00) =
Unen Un- Ist aber J C N eine beliebige endliche Teilmenge und n; := max.J, so ist
AL Upes Un = (%,oo).

(b) Ap:= AU {0} C R ist kompakt: Seien U; C R, i € I offen mit Ay C | J,; U;. Dann
existiert igp € I mit 0 € Uy,. Da U, offen in R ist, existiert € > 0 mit (—e,e) C Uj,.
Wiéhle nun m € N mit % < e und 1, € I mit % eU; firn=1,...,m. Dann ist

Ay C U U, mit der endlichen Teilmenge J = {ig,...,in} C I.

ieJ

Wie man leicht sieht, ist Ay = A, also ist Ay abgeschlossen und beschrankt. Wir
werden spéter sehen, dass solche Teilmengen in R und allgemeiner in jedem endlich-
dimensionalen normierten Raum bereits kompakt sind.

Satz 24.3. X ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (xy)x in X eine in X konvergente
Teilfolge besitzt.

Beweis. ,—*“: Sei X kompakt, und sei (z); eine Folge in X. Ohne Einschrankung sei
M := {x. | k € N} eine unendliche Menge. Angenommen, kein a € X ist Grenzwert einer
Teilfolge von (zy),. Dann existiert fiir jedes a € X ein ¢, > 0 so, dass U, (a) N M endlich
ist. Da X = J,ex U, (a) kompakt ist, existieren ay, ..., a, € X mit X = J;_, U, (a;)-
Es folgt: M = M NX =, MNU,, (a;) ist endlich ¥!
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,<=": Seien U; C X, ¢ € I offen mit

(24.1) x=Ju.

iel
Behauptung 1: Es gibt ¢ > 0 derart, dass fiir alle a € X ein i, € [ existiert mit
U.(a) C U;,. Angenommen, dies gilt nicht. Dann existiert fiir jedes n € N ein a,, € X mit

(24.2) Ui(a,) € U; fir alle i € I.

1
Nach Voraussetzung hat die Folge (a,), eine konvergente Teilfolge (an,);. Sei a :=
im0 an; € X. Wegen (24.1) existiert ein ¢ € I mit a € U;. Da U; offen ist, existiert
auch ein § > 0 mit Us(a) C U;. Sei nun j € N fest gewédhlt mit = < ¢ und d(an,,a) < $.
Dann ist ]
Ui(anj) - U(;(CL) - Ul

i

im Widerspruch zu (24.2). Es folgt Behauptung 1.
Sei nun € gemafl Behauptung 1 fest gewahlt.
Behauptung 2: Es gibt endlich viele ay,...,a, € X mit X = U;’L:1 U.(a;). Angenom-
men, dies gilt nicht. Wir wahlen a; beliebig;
da X € U.(ay), existiert ay € X \ Uz(ay);
da X Z U.(a1) UU:(az), existiert az € X \ [Uz(a1) U Uc(az)];

da X ¢ U U.(a;), existiert a,11 € X \ U U.(a;).

J=1 J=1

Diese Konstruktion definiert induktiv eine Folge (a,,), in X derart, dass d(a,,a,,) > €
fur alle m,n € N, m # n. Nach Voraussetzung muss (a,,), aber eine konvergente Teilfolge
(an,); besitzen. Mit a := lim;_, a,, hat man dann

e < d(an,, an,.,) < d(ay,,a) +d(a,an,,,) =0 firj—oo #

Es folgt Behauptung 2.
Mit Behauptung 1 und 2 folgt:

n

XQOW@QU%f
j=1

7j=1
Es folgt die Kompaktheit von X. ]
Satz 24.4. Sei A C X kompakt. Dann gilt:

(a) A ist beschrankt und abgeschlossen in X .

(b) Ist B C A abgeschlossen, so ist auch B kompakt.
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Beweis. (a): A ist beschrinkt: Sei a € X beliebig. Dann ist A C (J, .y Un(a) = X.
Nach Voraussetzung existiert also J C N endlich mit

AC U Un(a) = U,(a) mit r := max J.

neJ

A ist abgeschlossen: Sei (), eine Folge in A mit x;, — a € X fiir & — oo. Nach
Satz 24.3 existiert eine Teilfolge (zy,); mit 2, — b € A fiir j — oo. Dann ist aber
a ="b € A, und mit Korollar 20.21 folgt die Abgeschlossenheit von A.

(b): Sei (z)y eine Folge in B. Da A kompakt ist, existiert nach Satz 24.3 eine Teilfolge
(z,); mit 2, — a € A fiir j — co. Da B C A abgeschlossen ist, folgt mit Korollar 20.21:
a € B. Also hat jede Folge in B eine in B konvergente Teilfolge, und mit Satz 24.3 folgt
die Kompaktheit von B. O

Satz 24.5 (Heine-Borel). Sei A C RY. Dann ist A kompakt genau dann, wenn A
beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. ,==“: Satz 24.4(a).

»<="“: Wir verwenden wieder Satz 24.3. Sei (zy); eine Folge in A. Da A beschrénkt ist,
existiert C' > 0 mit |z, < C fir alle k € N. Nach Satz 21.1 existiert also eine Teilfolge
(7r,); mit 2, — a € R” fiir j — oo. Da ferner A C R" abgeschlossen ist, folgt a € A.
Also hat jede Folge in A eine in A konvergente Teilfolge, und dies war zu zeigen. O

Satz 24.6. Sei (Y,d) ein weiterer metrischer Raum und f: X — Y stetig. Ist (X,d)
kompakt, so gilt:

(a) f(X) ist auch kompakt.
(b) f ist gleichmdfig stetig.
(c¢) Ist Y =R, so nimmt [ auf X ein Mazimum und ein Minimum an.

Beweis. (a): Seien U; C Y offen, i € I mit f(X) C U,c; Ui- Dann ist X = U,.; f~(U3),
und nach Satz 22.8 ist f~!(U;) offen in X fiir + € I. Da X kompakt ist, existiert eine
endliche Teilmenge J C I mit X = J,., f~1(U), also f(X) C U,c; Us.

Es folgt die Kompaktheit von f(X).

(b): Angenommen, dies gilt nicht. Dann existieren € > 0 und Folgen (z,,)n, (¢n)n in X
mit
(24.3) lim d(z,,y,) =0 und d(f(zn), flyn)) > € fur alle n € N.

n—o0
Nach Satz 24.3 existiert eine Teilfolge (2,,); von (z,), und z € X mit lim;_ z,, = .
Wegen (24.3) folgt dann auch auch lim; ;. y,; = x. Da f in x stetig ist, folgt schlielich
lim f(mng) = f(x) = lim f(ynj)v
Jj—oo

J—00

im Widerspruch zu d(f(zy,), f(yn,)) > € fiir alle n € N. Die Behauptung folgt.
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(c): Nach (a) ist f(X) C R kompakt und somit beschrénkt und abgeschlossen nach
Satz 24.4. Insbesondere ist

—oo < inf f(X) <sup f(X) < oc.

Zudem existieren Folgen (g )k, (yx)r in f(X) mit limy_,o 2 = inf f(X) und limy_, o yx =
sup f(X). Mit Korollar 20.21 folgt nun

inf f(X),sup f(X) € f(X),
und dies ist die Behauptung. O]

Bemerkung 24.7. Sei (Y, d) ein weiterer metrischer Raum. Eine bijektive Abbildung
f: X — Y heiit Homdomorphismus, wenn f und f~! stetig sind. Nach Satz 22.8 und
Satz 24.6(a) gilt fiir ein solches f und beliebige Teilmengen A C X:

(a) A ist offen in X genau dann, wenn f(A) offen in Y ist.
(b) A ist abgeschlossen in X genau dann, wenn f(A) abgeschlossen in Y ist.
(c) A ist kompakt genau dann, wenn f(A) kompakt ist.

Sind ferner (V,||-|lv), (W, ||-|lw) normierte Raume und ist 7" € L(V,W) ein linearer
Homoéomorphismus, so gilt fir A C V:

(d) A ist beschrénkt genau dann, wenn 7'(A) beschrénkt ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass man die Linearitit in (d) nicht weglassen kann: Sei
X =U;(0) CR? und Y = R?, jeweils mit der euklidischen Metrik dy betrachtet. Dann
ist ein Homoéomorphismus f: X — Y gegeben durch

x 7|x|o
— tan , x #0,
0, r=0.

Ubung: Zeigen Sie, dass f ein Homdomorphismus ist.

Korollar 24.8. Ist (V,|:||) ein endlichdimensionaler normierter Raum, so ist eine
Teilmenge A CV kompakt genau dann, wenn A beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Sei N :=dimV und T € Hom(V,R") ein Isomorphismus. Dann ist 7" auch ein
Homéomorphismus nach Satz 23.4. Also gilt fir A C V:

Bemerkung 24.7 Satz 24.5
<~ <

A kompakt T(A) kompakt T(A) beschrankt und abgeschlossen

Bemerkung 24.7 ,
EZE T A beschrankt und abgeschlossen.

]
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Bemerkung 24.9. Die Einheitskugel B;(0) des normierten Raums (C([0,1]), ||||oo) ist
beschréankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt, denn: Die Folge der Funktionen
fn € B1(0), fu(z) = 2™ hat keine bzgl. |||~ konvergente (d.h. gleichméBig konvergente)
Teilfolge, vgl. Bemerkung 18.2, Analysis I. Tatséachlich gilt fiir jeden normierten Raum

(VA I1-1D:
dimV < oo <= die Einheitskugel B;(0) in V' ist kompakt.

Dies beweist man in der Funktionalanalysis.
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25. Richtungsableitungen und partielle
Ableitungen

Bemerkung 25.1. Ist / C R offen, a € I und f: I — R differenzierbar in a, so
beschreibt die Ableitung
fla) — tiy L0 = (@

t—0 t

die lokale Anderungsrate bzw. geometrisch die Steigung von f bei a. Ist f auf einer
offenen Teilmenge U C RY definiert und a € U, so kann man die Anderungsrate/Steigung

von f in verschiedene Richtungen betrachten.

Definition 25.2. Sei U C R offen, f: U — R™ eine Abbildung und a € U.
(a) Sei v € RY. Existiert

Oy f(a) := lim flatto) = J(a) e R™

t—0 t

so heiit 0,f(a) die Richtungsableitung von f bei a in Richtung v.
(b) Sei e; € RY der j-te Einheitsvektor, j = 1... N. Existiert

0. fa) — tim L 100) = S (@)

t—0 t

so heifit O, f(a) die j-te partielle Ableitung von f in a.
Wir schreiben kurz 0 f(a) anstelle von 0, f(a). Andere iibliche Schreibweisen: D; f(a),

%), 2| f@).

oz

Bemerkung 25.3. Sei U C RY offen, f: U — R eine Funktion und z € U fest. Dann
existiert € > 0 so, dass die Funktionen

gji(—E,g)%R, gj(t):f(xl,...,xj,l,xj—|—t,xj+1,...xN), jle
cu

wohldefiniert sind, und im Falle der Existenz der Grenzwerte gilt:

0;f(x) = lim fl@+te;) = flz) = hmM = g;(0).

t—0 t t—0
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Merkregel: Man betrachtet alle x;, i # j als konstant und differenziert bzgl. z;. Ist ferner
v € RY fest gewihlt, so existiert € > 0 (abhéingig von v) so, dass auch

Gv: (—e,6) = R, Gu(t) = f (x + tv)
——
eu
wohldefiniert ist, und im Falle der Existenz der Grenzwerte gilt 0, f(x) = ¢.,(0).

Konkretes Beispiel hierzu: Betrachte

f:R"\ {0} - R, f(x) = x|l = /22 + ...+ 2%.

Fiir festes 2 € RY \ {0} ist dann 9, f(z) = 2\/%2:5]- = é—‘f fir j=1,...,N. Fir
it Fxy 2
v e RY ist

9o(t) = f(@ +tv) = /(w1 +tv1)? + (w2 +tve)? + ... + (2 + tuy)?

und somit 9, f(z) = ¢,(0) = \v/l% = Z;Vﬂ 9; f(x)v;.
a3

h
Bemerkung 25.4. Sei U C RY offen, a € U, f = : : U — R™ eine Abbildung

fm
und v € RY. Dann gilt:

Oy f(a) existiert <= 0,f;(a) existiert firi =1...m

Im Falle der Existenz gilt

avfl (a)
O f(a) = : und  0;f(a) = :
avfm(a) ajfm(a’)

Beachte: Wir schreiben diese Vektoren als Spalten.

9;f1(a)
: eR™ firj=1,...,N

Definition 25.5. Sei U C RY offen, a € U und f: U — R™ eine Abbildung. Falls alle
partiellen Ableitungen 0;f(a) € R™, j =1... N, existieren, so heifit die Matrix

ofila) - OInfila)
Je(a) = (01f(a) -+ Onfla)) = : :
Onfm(a) -~ Onfm(a)

Jacobimatriz von f in a.
Im Spezialfall m = 1 ist der Gradient von f in a definiert durch

o1 f(a)
Vf(a):= Jsa)" = : e RV
ERIXN On f(a)
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Beispiel 25.6. Betrachte U: R x (0,00) C R? und

f:U— R?, f(z1,29) = < @i log 22 )

sin x1 cos xo

Dann ist
2 a::f
81f1(x) = 3I1 log ZT9, 82f1($) = x—
2
O1 fo(x) = coswycosxe, und Osfa(x) = —sinxy sin xy,
und somit ,
2 1
Jf(a:):< 3y log 72 o ) fiir z € U.
COST1COSTo — SINXqSINTo

Bemerkung 25.7. Sei U C R” offen, a € U und f: U — R™ eine Abbildung. Selbst
wenn alle Richtungsableitungen 0, f(a), v € RY existieren, wird das lokale Anderungs-
verhalten von f um a durch diese Ableitungen im Allgemeinen nicht vollstandig wieder-
gegeben. Wir betrachten hierzu als Beispiel die Funktion

ZL‘%ZEQ

1, 9 07
f:R? 5 R, f(z) = x1+a3 T7
0, r=0.

Dann existieren alle Richtungsableitungen von f im Punkt @ = 0 € R2, denn fiir
v € R\ {0} gilt:

0 Vo = 0
t _ 0 t3 2 2 9 )

0,7(0) = i L =IOy Toive gy i ),
t—0 t t—0 t(tto] + t2v3) =0 t20] 4 v3 £ vy # 0.

Vg

Allerdings ist f in 0 nicht einmal stetig, da

gilt. Wir brauchen einen stéirkeren Ableitungsbegriff, der ein solches Verhalten ausschlief3t.
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260. Totale Differenzierbarkeit

Bemerkung 26.1. Ist / C R offen, a € I und f: I — R in a differenzierbar mit
c:= f'(a), so ist
g: R =R, g(t) = f(a) +c(t —a)

die einzige affin-lineare Abbildung mit

i £ 0 —9(2)

t—a t—a

= 0.

Diese Eigenschaft kennzeichnet g als diejenige Gerade, welche f in der Nahe von a am
besten approximiert (anschaulich: die Tangente). Wir wollen das Konzept der ,besten
affin-linearen Approximation“ nutzen, um die Differenzierbarkeit und die Ableitung einer
Funktion in mehreren Variablen zu definieren.

Satz und Definition 26.2. Sei U C RY offen und f: U — R™ eine Abbildung.

(a) f heifit differenzierbar (auch: total differenzierbar) in a € U, falls es eine lineare
Abbildung L € L(RY,R™) gibt mit

(26.1) lim fla+h) l;l‘f(a) — Lh

h e RN\ {0}

=0 inR™.

(b) Gilt (26.1), so existieren alle Richtungsableitungen von f in a, und es gilt
(26.2) Oyf(a) = Lv fiir alle v € RY.
Also ist L durch (26.1) eindeutig bestimmit.

(c) Wir setzen
df(a) =L € LRY,R™)

und nennen df(a) die Ableitung von f in a (auch totales Differenzial von f in a).

(d) f heifst differenzierbar, wenn f in allen a € U differenzierbar ist. In diesem Fall
nennt man die Abbildung df: U — L(RY,R™), a — df(a) die Ableitung von f.

Beweis von (b). Sei v € RV \ {0}. Dann folgt:

fla+tv) = f(a) |[fla+tv) = fla) = L(tv)[> (26.0)

lim — Lv| = |v|zlim 0,
t—0 t 2 t—0 |tv | 2
teR
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da tv — 0 in R¥ fiir t — 0. Es folgt

o fta) =i LTI IO _ g,
teR

wie behauptet. O
Bemerkung 26.3. Sei U C RY offen, f: U — R™ eine Abbildung und a € U.

(a) In (26.1) kann man | - |5 durch eine beliebige Norm auf R" ersetzen, ohne dass sich
die Definition dndert. Dies folgt aus der Aquivalenz aller Normen auf RY.

(b) Man sieht leicht:
f ist differenzierbar in a <= f;: U — R ist differenzierbar in a fir i =1...m.

Gilt dies, so folgt

dfi(a)v Jp (a)
df(a)v = : e R™ fiir v € RY und Jy(a) = : e R™N,

dfm(a‘)v me (a)
Man kann die Komponenten von f also getrennt auf Differenzierbarkeit untersuchen.

(c) Ist f in a differenzierbar, so gilt 9,f(a) = df(a)v fir v € RY wegen (26.2),

insbesondere also 0;f(a) = df(a)e;, fiir i = 1... N. Schreibt man v = Zjvzl vje;,
so folgt
N N U1
df(a)v = Zvjdf(a)ej = Zvjf)jf(a) = J¢(a) -
j=1 j=1 un

Also ist J¢(a) die Darstellungsmatriz von df (a) € L(RN,R™) bzgl. der kanonischen
Basen von RY und R™. Um im Matrixkalkiil konsistent rechnen zu kénnen, schreiben
wir Vektoren im R”, welche als , Ableitungsrichtungen“ auftauchen, ab jetzt immer
als Spalten. Wir erhalten dann

df(a)v = J¢(a)v = 0, f(a) fiir alle v € RY.

(d) Sei speziell m =1 und f: U — R in a differenzierbar. Dann folgt aus (c)

Satz 19.10(a

Oy f(a) = (Vf(a),v) < ) |V f(a)|2]v]s fiir alle v € RY.

Gleichheit gilt hier speziell fur v = V f(a), also gibt der Vektor V f(a) die Richtung
des steilsten Anstiegs von f an (falls V f(a) # 0 ist).
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Bemerkung 26.4. Jede lineare Abbildung € £(R,R) ist von der Form L.: R — R,
L.t =ct firt € R. Ist also I C R offen, a € [ und f: I — R eine Funktion, so gilt:

f ist differenzierbar in a im Sinne von Satz und Definition 26.2 mit df(a) = L.

flat+h) ~ fla) = Lh _

= Llino ] 0
h € R\{0}

< lim f(a+h)—f(a) :limL—Ch =c
h—0 h h—0 h

& fist in @ im Sinne der Analysis I differenzierbar mit f'(a) = c.

In diesem Fall gilt also df(a)v = f'(a)v fir v € R.

Ist allgemeiner v: I — R™ eine Abbildung, so ist v in a genau dann differenzierbar,
wenn alle Komponenten v;: I — R in @ im Sinne der Analysis I differenzierbar sind, und
dann gilt:

m(a)
dy(a)t =tv'(a) firt € R mit +/'(a):= : € R™.
(@)
Beispiel 26.5 (Affin lineare Abbildungen). Sei L € L(RY,R™) und ¢ € R™, und sei

f: RY — R™ definiert durch f(z) = Lz + ¢ Dann ist f differenzierbar mit df(a) = L
fir alle a € RY.

Beweis.

— — L
lim flath) - fla) h = lim l =0 fir alle a € RY.
h—0 |h)2 h—0 |hly

O
Satz 26.6. Sei U C RN offen, a € U und f: U — R™ in a differenzierbar. Dann ist f
m a stetig.

fa+h)—f(a)—df(a)h
2|2

Beweis. Nach Voraussetzung ist limy,_.g = 0, also auch

0= lim [f(a +h) = f(a) = df(a)h] = lim [f(a + ) = f(a)] = lim f(z) = f(a).

Also ist f nach Definition 22.6 in a stetig. O

Satz und Definition 26.7. Sei U C RY offen und f: U — R™ eine Abbildung. Dann
sind dquivalent:

(i) Die partiellen Ableitungen 0;f(a), j =1,..., N existieren in jedem Punkt a € U,
und die Abbildungen 0;f: U — R™, a — 0,f(a) sind stetig.

(ii) f ist differenzierbar, und die Ableitung df: U — L(RY ,R™), a s df(a) ist stetig.
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Gilt dies, so nennt man f stetig differenzierbar. Wir setzen ferner
CHUR™):= {f: U—R™| f stetig differenzierbar} und C'(U):=C"(U,R).

Beweis. ,,(ii)=(i)“: Die Existenz der partiellen Ableitungen von f folgt aus Satz und
Definition 26.2(b). Sei j € {1,..., N} und a € U. Dann gilt

10 (x) = 0 f(a)ly = [df (x)e; — df(a)e;le < ||df (x) — df(a)l ejlo =0 fir z —a,

~
Op.-norm in L(RY R™)

da df nach Voraussetzung stetig in a ist. Es folgt die Stetigkeit von 9;f in a.

»(1)=(ii)“: 1. Zur Differenzierbarkeit von f: Ohne Einschrankung sei m = 1 (wegen
Bemerkung 26.3(b)). Sei a € U und € > 0 mit U.(a) C U (wie immer bzgl. |-|2). Sei
ferner h = (hy,...,hy) beliebig mit |h|s < e. Sei schlieBlich w® := a sowie w’ :=
a+ (hi,...,h;,0,...,0) fir j =1,..., N. Wir betrachten die Funktionen

g;: [—’hj|,’hj|]—>R, gj(t):f(wjfl—i—tej) furjzl,,N

Dann ist ¢j(t) = 0;f(w’~! + te;) fir t € [ —|hy|, |h;| ], und nach dem Mittelwertsatz
Satz 14.14 aus Analysis I existiert 7; zwischen 0 und h; mit
Fw?) = f(w? ™) = g;(hy) — g;(0) = gj(1;)h; = 0; f (w’ ™! + 75¢;)h;.
W
Es folgt
N N
(26.3)  fla+h) = f(a) = f(w™) = f(®) = [f(w!) = f(@! )] =D 0;f(v))hy.
: =

Jj=1

Nach Konstruktion ist dabei [0/ — aly < |h|y fir j = 1,...,N. Sei nun L € L(RY,R)
definiert durch Lz = z;vzl 0;f(a)x;. Wegen (26.3) gilt dann

Farth) = fla) = Lh| = | 3710, (7) =, (@),

< [hls Zlajf(vj)—ajf(a)l < c(h)|hls

mit c(h) := Zjvzl sup{|9;f(v) — 9;f(a)| | v € Up,(a)}. Da 9;f nach Voraussetzung fiir
alle j stetig ist, folgt limy_,o c(h) = 0. Somit ist f differenzierbar in @ mit df(a) = L.
2. Zur Stetigkeit von df: Seien a,z € U. Dann gilt fiir y € RV:

[df(2) = df@lyl = |15(@) = Jp(allyle =[S @54 (@) = 4 (@),

N N
< !y\ooZ!é’jf(aﬁ) =9 f(a)l2 <yl Z\ajf(x) = 9;f(a)l2-

184



Fiir die Operatornorm folgt
N
ldf(x) = df (@) <D _10;f(x) = 9;f(a)} =0  firz—a
j=1

nach Voraussetzung. Es folgt die Stetigkeit von df in a. m

Bemerkung 26.8. Ist U C R? offen, a € U und f: U — R in a differenzierbar, so nennt
man den Graphen der ,Linearisierung® (d.h. der besten affin linearen Approximation)

9ot RZ =R, ga(v) = f(a) +df(a)(v—a).

von f bei a die Tangentialebene von Graph f im Punkt (a, f(a)) € R?.

Betrachte dazu speziell U := R? und f: U — R definiert durch f(z) = |z|3. Dann
ist 0, f(x) = 2x; und O f(x) = 25 fiir x € R?, insbesondere sind 0, f, 0> f: R? — R
stetig. Folglich ist f € C'(U), insbesondere ist f in ganz U differenzierbar nach Satz und
Definition 26.7. Fiir a,v € R? ist ferner

df(a)v = Js(a)v = (2a4, 2@)(55) = 2a,v1 + 2a3v9,

also g,(v) = |al + 2a1(v1 — a1) + 2az(vy — az). Fir a = (§) erhilt man z.B. g,(v) =
1+ 2(vy — 1). (Ubung: Skizziere f und Graph g,.)

Satz 26.9 (Kettenregel). Seien U C RN, V C R™ offen, a € U und f: U — R™,
g: V — R Abbildungen, fiir die gilt:

(a) f(U)CV
(b) f ist in a differenzierbar
(c) g ist in f(a) differenzierbar
Dann ist auch go f: U — R’ in a differenzierbar, und es gilt
(26.4) d(go f)(a) =dg(f(a)) df(a) € LIRY,R)
N — N~~~
€ L(R™RY) €LERN R™)

sowie

(26.5) Jyor(a) = Jg(f(a)) - Jr(a) € RN
cRExm cRmMXN

Beweis. Sei b:= f(a), L :=df(a), M := dg(b) sowie

U:={heR"|a+heU} und V,:={heR"|b+heV}
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Wir definieren ferner R: U, — R™ und S: V;, — R durch R(0) = 0, S(0) = 0 und die
Bedingungen
fla+h)= f(a) + Lh + |h|2R(h) fir h € U, \ {0},
g(b+h) = g(b) + Mh+ |h|2S(h) fur h € V, \ {0}.
Da f in a und g in b differenzierbar ist, ist R in 0 € U, und S in 0 € V}, stetig.
Sei nun h € U, \ {0}. Dann ist
fla+h)=b+&(h) mit  &(h) := Lh+ |h|aR(h) € V,

also

g9(f(a+h)) —g(f(a)) = g(b+&(h) — g(b) = ME(R) + [£(h)[25(£(h))
= MLh + [h|aME(h) + [€(h)]25(£(h)).
Es folgt

g(fla+h)) —g(f(a)) — MLh
A2

:Mwaﬂ%%#aam»

wobei

lim MR(h) = MR(0) = MO =0,  lim S(¢(h)) = S(£(0)) = S(0) =0

h—0 h—0
h Lh
Sl 1R ) pyl, < 120+ 1R it Jim RO = 0
’h’Q |h|2 h—0

Es folgt

o 9L+ )~ gl7(@) = ML

h—0 |ho
Somit ist go f differenzierbar in @ mit d(go f)(a) = ML = dg(f(a))df(a). Nach Ubergang
zu Darstellungsmatrizen erhélt man schliefllich (26.5). O
Beispiel 26.10. Sei

sin(xixs)
RS RY f(r)=| 21— 2o und g R = R? g(y) = (y;yz) .
2 3
)

Dann sind f und g stetig differenzierbar mit

cos(z122) Ty cos(z1x9)Ty ys y1 0
Jp(x) = 1 -1 und Jg(y):(o 0 1)'
0 219

0
Mit Satz 26.9 folgt zum Beispiel fiir a = (0,1) € R?, also f(a) = (—1):

i -snien= () ( 3)-( )
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Satz 26.11. Sei U C RN offen, a € U und X € R.
(a) Sind f,g: U — R™ differenzierbar in a, so auch
e f+9:U—=R" mitd(f+g)(a) =df(a)+dg(a).
e MU — R™ mit d(Af)(a) = Adf(a).
(b) Sind f,g: U — R differenzierbar in a, so auch fg mit d(fg)(a) = g(a)df(a) +
f(a)dg(a).
(c) Ist f: U — R\ {0} differenzierbar in a, so auch %: U — R differenzierbar mit
d%(a) = —ﬁdf(a).

Beweis. Beweis zur Ubung empfohlen. Als weitere Ubung schreibe man die Ableitungsre-
geln mit Jacobimatrizen bzw. bei (b) und (c¢) mit Gradienten. O

Definition 26.12. Sei I = [a,b] C R, a < bund U C R" offen.

(a) Eine stetige Abbildung v: I — RY heifit Kurve. v heifit C'-Kurve, falls v stetig
differenzierbar ist (d.h. falls alle Komponenten von v stetig differenzierbar sind).
In diesem Fall definiert man ferner

o fiir t € [a,b] den Geschwindigkeitsvektor +/'(t) = (7;(t),..., /()T € RY
(ebenfalls gebrauchlich ist die Bezeichnung +(t)).

o die Linge ((y) = f; 17']2 von .
(b) Eine stetige Abbildung f: U — R heifit Vektorfeld.
(c) Ist v: [a,b] — U eine C'-Kurve und f: U — RY ein Vektorfeld, so heift

b
/f ::/ (f (fy),’y') Kurvenintegral von f langs ~.
~ a
Beispiel 26.13. (a) Seien z,v € RY. Dann ist v: [a,b] — RN, ~(t) = x + tv eine
C'-Kurve mit 7/(t) = v fiir alle ¢ und £(7) = |[v]|o(b — a)
(b) ~v: [0, 27r] — R?, ~(t) = (cost, sint)’ ist eine C'-Kurve mit

V() = (=5mt)  fiir t e [0, 27].

cost

Es folgt: ((v) = fo% |v |2dt = f027r Vsin?t + cos? t dt = 2.
]

(c) Ist U C RY offen und ® € CY(U), so ist V&: U — RY, z +— V®(z) ein Vektorfeld.
Beispiel: Ist ®: R?\ {0} — R gegeben durch ®(z) = -, so ist

]2

f(z) :=Vd(z) = fir x € R?\ {0}.

|23
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Sei v wie in (b). Dann ist

[r=] ) = / T, (e = / " (cost sint—sint cost)dt = 0

Dies ist kein Zufall, wie wir in Satz 26.14 sehen werden.

(d) Sei f: R? — R? gegeben durch f(z) = (3%) und die Kurve v wie in (b) definiert.
Dann ist

27 2
/f = / (St (7 Snt)yde = / (sin®t + cos® t)dt = 2.
Y 0 0
Satz 26.14. Sei U C RY offen, ® € CY(U) und v: [a,b] — U eine C*-Kurve. Dann gilt:
/V(I) =®(v(b)) — 2 (v(a)).
y

Ist speziell v geschlossen, d. h. v(b) = ~v(a), so folgt fw Vo =0.

Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung Satz 16.5 (Analysis
I) ist @(y(b)) — P(y(a)) = fab(CD o ~y)"dt, wobei nach Kettenregel gilt:

(P 0)'(t) = Jooy (1) = Jo(7(1)) J5(t) = (VO(1(1)),7'(1))  fiir £ € (a,b).

Es folgt

wie behauptet. O

Satz 26.15 (Mittelwertsatz 1. Version). Sei U C RY offen, f: U — R differenzierbar.
Seien ferner x,y € U derart, dass die Verbindungsstrecke zwischen x und y ganz in U
liegt, d. h. v +t(y —x) € U firt € [0,1]. Dann existiert 7 € (0,1) mit

f) = fla)=(Vf(z+7(y—x)),y—x).

Beweis. Sei v: [0,1] — U definiert durch v(t) = « + t(y — ). Nach dem Mittelwertsatz
(Satz 14.14) aus Analysis I existiert 7 € (0, 1) mit

wobel man wie im Beweis von Satz 26.14 sieht:

(foy) () =(Vf(r(7), 7' (7)) = (Vf(z+7(y — 7)),y — ).

Die Behauptung folgt. O
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Definition 26.16. Seien v: [a,b] — RY und M: [a,b] — R™N ¢ M(t) = (my;(t))
stetig. Wir setzen:

]

T

b b b
/ Y= (/ RATEERE )/ VN) e R"”
b b
/ M(t)dt = (/ mij) e R™N
a a ij

Man sieht leicht, dass dann fiir v € RY gilt:

(@) ([T7,0) = [2(7,)

b b
(b) (/ M) v = / Mv € R™ (Linearitat des Integrals).

Satz 26.17. Ist v: [a,b] — RY stetig, so gilt

b b
/’y s/ 7.
a 2 a

Beweis. Sei v := f;'y € R™. Dann ist

b b b b
Definition 26.16(a)
|v|3:< / %v> 2200 (i) < [ blola = o [ o

also |v]y < ffh\g, wie behauptet. O

Satz 26.18. Sei U C RY offen und f € C*(U,R™). Seien ferner x € U, v € RN mit
x+tv el firt e |0,1]. Dann gilt:

(a) flx4+v)— flx)= <f01 Je(x + tv) dt>v € R™ (Mittelwertsatz 2. Version)

(b) |f(z+v) = f(z)|]a < M|v|e mit M = maxo<i<1 ||df(x + tv)|| (Schrankensatz)

Hier sei wie bisher stets

Lw
1L = sup 1L

fur L € E(RN,R’”)
w €RN\{0} wlo

die bzgl. |-|2 gebildete Operatornorm.

Beweis. (a): Firi=1,...,m sei g;: [0,1] — R definiert durch g¢;(t) = f;(x + tv). Dann
ist g; stetig differenzierbar mit ¢j(¢) = Jy, (z + tv)v fir t € (0,1). Nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung Satz 16.5 (Analysis I) gilt:
1
N 0 7/ eRn
ERIXN

Fla o)~ file) = a0 -0:0) = [ = / partopedt = ( | ) o
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Es folgt f(z 4+ v) — f(z) = (fol Jr(x + tv) dt)v, wie behauptet.
(b): Gema$ (a) ist

1 Satz 26.17 (1
|f(x+v) = f(x)]s = ‘/0 Jp(x + tv)v dt’2 < /0 |df(z + tv)v]y dt < M|vls.
———— —_——

=df(z+tv)v <lldf (z+tv)lllv]2
0

Bemerkung 26.19. (a) Fiir R™-wertige Abbildungen, m > 2, gibt es keine ,,punkt-
weise Version des Mittelwertsatzes wie in Satz 26.15. Ist z. B. v: [0,27] — R?
definiert durch ~(¢) = (cost,sint), so ist

7(2m) —~(0)
2m

0= £+ (1) = (5n7) fur 7 € [0, 27].

COosST

Fiir die meisten Abschétzungen ist der Schrankensatz Satz 26.18(b) aber ausrei-
chend.

(b) Eine Teilmenge U C RY heifit konver, wenn fiir je zwei Punkte z,y € U die
Verbindungsstrecke zwischen diesen Punkten auch in U liegt, d.h. falls z+t(y — ) €
U fir alle z,y € U, t € [0,1] gilt. In diesem Fall sind die Sétze Satz 26.15 und
Satz 26.18 auf alle Punkte z,y € U (mit y = z + v im Fall von Satz 26.18)
anwendbar.
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27. Hohere Ableitungen

Definition 27.1. Sei U C RY offen. Induktiv definieren wir fiir ¥ € N, & > 2: Eine Abb.
f: U — R™ heilt k-mal stetig differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen 0, f(x),
x €U, j=1...N existieren und die Abbildungen 0;f: U — R™ (k — 1)-mal stetig
differenzierbar sind. Wir setzen

C*UR™) :={f: U —>R" ‘ f k-mal stetig differenzierbar}.

Ferner sei C°(U,R™) := C(U,R™) = {f: U — R™ | f stetig}. Offensichtlich gilt
C°(U,R™) D CY(U,R™) D C*(U,R™) D .... Wir setzen auch

C*(U,R™) := ﬂ C*(U,R™) (beliebig oft stetig differenzierbare Abbildungen)
keN

SchlieBlich verwenden wir die abkiirzende Schreibweise C*(U) := C*(U,R) fiir k €

Definition 27.2. Sei U C R offen, f € C*(U) und = € U.

(a) Hy(z):= (0;0;f(x)). . € RMN  heit Hessematriz von f in x

/L?]

N
(b) Man setzt 97 == 9;0; und Af(z) := Spur H;(z) = Z@ff(a;) Das Symbol A =
i=1
SV, 92 heiBt Laplace-Operator.
Beispiel 27.3. Sei f: R? — R gegeben durch f(z) = e*'z1(1 + x3). Dann ist

Of(x) =e"(I+z)(I+z2),  Oof(x) =me™,
010 f (x) = e (1 + 21), 0201 f(x) = ™ (1 + 11),
Oif(x) = e (24 x1)(1 +25) und 05f(z) =0.

Es folgt

Vf(l') — %1 ( (1+:c1)(1+a:2)), Hf(l’) — %1 <

1

2+ z)(1+x9) 141
1+.1'1 0 ’

und Af(x) = e"(2+x1)(1 + z2) fiir € R2 Die Symmetrie vom H(x) ist eine generelle
Eigenschaft, wie aus dem nun folgenden Satz 27.4 hervorgeht.
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Satz 27.4 (von Schwarz). Sei U C RY offen, a € U und f € C?*(U,R™). Dann gilt
Ist insbesondere m = 1, d.h. f € C*(U), so ist Hy(x) eine symmetrische Matrix.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei m = 1, d.h. f € C?(U), und i # j. Sei ferner ¢ > 0 mit
U.(a) CU, und sei V := U.(0) C R% Wir definieren

g e C*(V), g(s,t) = f(a+ se; +te;).
Dann gilt fiir (s,t) € V:

019(s,t) = 0, f(a + se; + te;), 029(s,t) = 0;f(a + se; + te;)
81829(8, t) = @E)Jf(a + se; + tej) und 8281g(s, t) = aj@f(a + se; + tej).

Also ist zu zeigen:
(27-1) 81829(0, 0) = 82519(07 O)

Betrachte dazu h € C*(V) definiert durch h(s,t) = g(s,t) — g(s,0). Fir (s,t) € V
existieren nach dem Mittelwertsatz (aus Analysis 1) 7,& € R mit |7] < [s], |¢] < [¢| und

h(s,t) — h(0,t) = O1h(7,t)s = [019(T,t) — D19(7,0)]s = D2019(T, &)ts.
Weil (7,€) gegen (0,0) strebt wenn (s,¢) gegen (0,0) strebt, folgt
h(s,t) — h(0,1)

27.2 li _ '
(27.2) o - 9,01(0,0)
Andererseits existiert

— 1 — _
(27‘3) s=01=0 st 5—0 13 t—0 t t
= lim ~[0bg(s, 0) — 929(0,0)] = 819,9(0,0).

Man sieht leicht ein, dass die beiden Grenzwerte in (27.2) und (27.3) tibereinstimmen
miissen. Also gilt (27.1), und das war zu zeigen. O

Korollar 27.5. Ist f € C*(U,R™), U C RY offen und sind iy,...,ir € {1,...,N}, so
qilt:

82‘1 PN &kf(x) = aiﬂ c &ka(x) fur relU

und jede Permutation w: {1...k} — {1...k}.

Beweis. Dies folgt aus Satz 27.4 durch vollstandige Induktion. Beachte dabei, dass sich je-
de Permutation als Hintereinanderausfithrung von Transpositionen (d.h. Vertauschungen)
schreiben lasst. O
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Definition und Bemerkung 27.6. Sei U C R” offen und f € C'(U, RY) ein Vektorfeld.
Eine Funktion ® € C?(U) heiit Potential fiir das Vektorfeld f, wenn f = V& gilt.

Es ist wichtig zu wissen, ob f ein Potential besitzt, denn in diesem Fall gilt nach
Satz 26.14:

/f = ®(v(b)) — ®(y(a)) fiir alle C*-Kurven 7: [a,b] — U.

Notwendig fiir die Existenz eines Potentials ® ist nach Satz 27.4 die Giiltigkeit folgender
Integrabilitdtsbedingungen:

Ist U sternformig, d.h. gibt es ein 2y € U mit zq+t(y — o) € U fir alley € U, t € [0,1],
dann ist (%) auch hinreichend fiir die Existenz eines Potentials. Fiir einen Beweis letzterer
Aussage siehe z.B. Heuser, Analysis I, Satz 182.2.

Beispiel 27.7. Sei F: R? — R? definiert durch F(x) = (22, 2,)". Hat F ein Potential?
Nein, da 0, Fy(x) = 1 # 239 = o Fy(z) fir z € R? mit zo # %

Satz 27.8 (iiber iterierte Richtungsableitungen). Sei U C RN offen, f € C*(U,R™),
und seien v', ..., v* € RN. Dann existiert die k-fache Richtungsableitung

Oyt ...8ka:81}1(8@2(...81,#)) S C(U,Rm),
und es gilt

N
O 0ufl@) = Y OOy f(x)vl ol firzel.

i1,ein=1

Beweis. Induktion nach k:
Sk =1% Sei f € C*(U,R™) und v € RY. Dann ist
N
Opf € C(U,R™) gegeben durch 0, f(z) = Je(x)v = Z&-f(x)vi.

i=1

ok — 1= k“ Seinun f € C*(U,R™) und v*,...,v* € RY. Wie oben ist
N

(27.5) O f(x) =Y 0y, f ()}

ix=1

Also ist 9 f € C*1(U,R™). Nach Induktionsannahme ist Q1 ... dps-1 (0 f) € C(U,R™)
und

wie behauptet. O
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Satz 27.9 (von Taylor, erste Version). Sei U C RY offen, a € U und f € C*Y(U) fiir ein
k € Ny. Sei ferner v € RN mit a+tv € U firt € [0,1]. Dann existiert 7 = 7(v) € [0,1]
mit

i 9if(a) O f(a+Tv)

flatv)= 7l &+ 1)

=0
Hier ist 9/ f = 0, ...0, f die j-fache Richtungsableitung von f in Richtung v.
——

j-mal

Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion
g:[0,1] = R, g(t) = fla+tv).
Induktiv sieht man: g ist (k + 1)-mal stetig differenzierbar, und
g(t) = St ) =0,f(a+ 1)

9'(0) = 10, fl(a+ tv) = B2 f(a + 1)

gV (t) =& fla+tv) firte[0,1] und j <k + 1.

Nach Analysis I, Satz 17.9(b) existiert 7 € [0, 1] mit

S g0(0) g™ () :iasz) O f(a+ 7o)

flatv)=g(1) =) T ) ! (k+1)!

§=0 j=0
wie behauptet. O
Bemerkung 27.10. Sei U C RY offen und a € U.

(a) Ist f € C%*(U), so gilt nach Satz 27.8 fiir v,w € RY:
N
0,f(a) =Y _0;f(a)y; = (Vf(a),v)  und
j=1

0,0uwf(a) = Y 00 flayvw; = (Hy(a)v,w) = (v, Hy(a)w).

ij=1

(b) Ist f € C3(U), so gilt nach (a) und Satz 27.9 fiir v € RY mit {a +tv |t € [0,1]} C
U:
Flatv) = F(@) + (VF(a), ) + 3{Hy{a)o, ) + Rofv)

mit Ry(v) = w fur ein 7 € [0, 1].
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Bemerkung und Definition 27.11. Sei U C R" offen und f € C*(U,R™). Gemif
Satz 27.8 ist

(27.6) o f(x) = Z Oiy -+ Oy f()vsy -+ - vy, fir v € U, v € RV,

Nach Korollar 27.5 miissen wir aber nicht alle N* partiellen Ableitungen 9;, - - - 9;, f ()
berechnen, da es auf die Reihenfolge der Indizes nicht ankommt. Um dies vereinfacht
darzustellen, benétigen wir folgende Definitionen. Ein Element o = (o, ..., ay) € N
heifit Multiindex. Wir setzen

la] :==a1+...+any (Linge von «) und al:=ay!- ... -ay!  (Fakultit von o)

Fir v € RY sei zudem v* := v - ... - 03", und im Falle || < k sei 0°f(x) =
ot -0 f(z) fur x € U.

Im Folgenden soll ausnahmsweise # die Méchtigkeit einer endlichen Menge bedeuten
(anstatt |-| wie frither).

Satz 27.12 (aus der Kombinatorik, ohne Beweis). Sei k € N fest vorgegeben, und sei
¢:{1,2,... N} = NN definiert durch

oilin,ia, ... i) = #{ e {1,2,... k} |ig=34}  firj=1,2,...,N.

Die Werte von ¢ fassen wir als Multiindizes auf. Die Lange erfillt dabei offensichtlich
lp(i)| = k fiir jedes i € {1,2,...,NY*. Fir a € NY mit |o| = k gilt dann #¢o7(a) = B
Mit anderen Worten existieren genau Z—', Tupel (i1, ... i) € {1,..., N}lC derart, dass

jedes j € {1,...,N} in (i1, ...,i) genau oj-mal als Eintrag vorkommt.
Korollar 27.13. Sei U C RY offen und f € C*(U,R™). Dann gilt
k!
ohf(x) =Y O flwp®  firz €U undv e RY.
aENg

laf=k

Beweis. Sei ¢ wie in Satz 27.12 definiert. Die Darstellung (27.6), Korollar 27.5 und
Satz 27.12 liefern

aquf(x) = Z ail o 8Zkf($)vil Crr U, = Z 880(i)f(x)v<%’(i)

ie{1,2,..,N}* ie{1,2,..,N}F
— (6% (0% k' (6% (0%
= Y #e @ fape = Y S0 f(p. O
aeNy aeNy
|o|=F |a|l=k
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Satz 27.14 (von Taylor, zweite Version). Sei U C RY offen, a € U und f € C*(U) fiir
ein k € Ny. Sei ferner

V= {UERN‘CL—FtUGUﬂITtE [0,1]}.

Dann gilt
fla+v) = Z 0 f'(a)va+Rk(v) firveV,
o<k
wobei
(27.7) lim Rk(:) = 0.
v—=0 |U|2

gilt. Ist zudem f € C**Y(U), so existiert T = 7(v) € [0, 1] mit

(27.8) Re(w) = Y an
|a|=k+1 ’

Beweis. Sei zunichst f € C*1(U) und v € V. Nach Satz 27.9 existiert 7 € [0, 1] mit

0 f(a) Oy f(a+Tv)
J! (k+1)!

fla+v) =

.
Il B
o

Korollar 27.13 Z 0“f(a) . Z 8‘”f(a + TU) -

al al
la|<k |a|=k+1
A

-~

=Ry (v)
Es folgt (27.8). Sei nun f € C*(U). Dann gilt:

Ry(v) = Ry_1(v) — Z 0“f(a) oo (27.8) Z 0*fla+7v)—0%f(a)

v
al al
|a|=k la|=k

fir ein 7 = 7(v) € [0, 1]. Fiir a € NY, |a| = k gilt aber aufgrund der Stetigkeit von 9°f:

sup [0%f(a+Tv) —0%f(a)] =0  fir v — 0.
T7€[0,1]

Ferner gilt
07| (\m\)m (IvN|>aN . N
== (== <1 fir v € R™ \ {0}.
w5 \v]2 [vl2

R‘z‘(:) = 0, wie behauptet. -
2

Also folgt lim,_,q
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Definition und Bemerkung 27.15. Sei U C R" offen, a € U und f € C*(U). Dann
heifit

0“[f(a) o
TifU=R, Tifl)=), ——(z—a)
loo| <k
das k-te Taylorpolynom von f in a. Gemafl Satz 27.14 gilt
_ Tk
I = T ()

T—a |{L‘ — a|’2€

=0,

und man kann zeigen, dass T f das einzige Polynom vom Grad kleiner gleich k& mit
dieser Eigenschaft ist. Speziell erhalt man (vgl. Bemerkung 27.10):

« Tof(x) = fla) +(Vf(a),z - a)
« T2f(z) = f(a) +(Vf(a),x—a)+ 5(H(a)(z - a), (z - a))
Beispiel 27.16. Sei f: R? — R gegeben durch f(z) = e (1 + ). Nach Beispiel 27.3

ist

Vi) = e (i) ) = ()0 ER) R,

In 0 € R? erhilt man

=0 VIO =) wd 0= (] ),
Es folgt

T2 f(x) = F(0) + (V(0),2) + 5 (Hy(0)a, )

1
=0+ + 5(233% + 2105 + 2129 + 0) = 21 + 22 + 2174,

Nun zu T f: Sei @ € N2 mit |a| = 3. Fallunterscheidung:

=(3,0) = a'—6und 0°f(z) = & f(z) = 3= -e" (2 + 1) (1 + 22) = e (34 21)(1 + 22)
=(2,1) = al=2und 0*f(x) :8232f( )= lexl(l—kxl) =e"(2+ 1)
=(1,2) = 0°f(x) = 8162 flz)=£0=0
=(0,3) = 0°f(x) =03 f(x) =0.
Es folgt
Z 0 Z;(O)xa ;xl + 2179,
|lal=3

also
Tgf(x):x1+x%+x1x2+%+xfx2 fiir x € R?.
Beachte: Wir mussten nur 4 und nicht 8 dritte partielle Ableitungen ausrechnen.
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Bemerkung 27.17. Andere gebrauchliche Schreibweisen fiir hohere Ableitungen:

0
Oy, -+ O

ink

(x) anstelle von 0, ---0; f(x),

D®f(z) anstelle von 0%f(z).
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28. Lokale Extrema

Definition 28.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und f: X - R, a € X.

(a) @ heiBit lokales Minimum von f, wenn r > 0 existiert mit f(x) > f(a) fur alle

x € U(a).

(b) a heiit striktes lokales Minimum von f, wenn r > 0 existiert mit f(z) > f(a) fur
alle x € U,(a) \ {a}.

(c) Gilt f(z) > f(a) fur alle z € X, so heiBt a globales Minimum von f.

(d) Analog zu (a)—(c) definiert man: a ist (striktes) lokales bzw. globales Mazimum
von f (Ungleichungen umkehren!).

(e) a heifit lokales (bzw. globales) Extremum von f, wenn a ein lokales (bzw. globales)
Minimum oder Maximum von f ist.

Bemerkung 28.2. Diese Bezeichungen werden oft nicht nur fiir a, sondern auch fiir
f(a) verwendet. Z. B. sagt man , f hat in a ein lokales Maximum gegeben durch f(a)*

Beispiel 28.3. (a) Sei X =Rund f: X - R, f(z) = 2* — 222 Dann ist 0 ein lokales
Maximum von f, aber kein globales Maximum. 1 und —1 sind globale Minima von

f.

(b) Sei X =[0,1] und f: X — R, f(z) = . Dann ist 0 ein globales Minimum von f
und 1 ein globales Maximum.

(c) Sei X =(0,1) und f: X - R, f(x) = . Dann hat f keine lokalen Extrema.

(d) Sei X =R?und f: X = R, f(x) = 22. Dann ist (0,t) fiir alle t € R ein globales
Minimum von f, aber kein striktes Minimum.

Satz 28.4. Sei U C RY offen, f € CY(U) und a € U ein lokales Extremum von f. Dann
gilt Vf(a) =0.

Beweis. Ohne Einschrankung sei a ein lokales Maximum von f und r > 0 derart, dass
f(z) < f(a) fur alle z € U,(a). Dann gilt fur i =1,..., N:

fla+te) — f(a) fla+te;) — f(a)

lim >0 und lim <0, also d;f(a) =0.
t—0— t t—0+ t
Es folgt Vf(a) =0. O
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Definition und Bemerkung 28.5. Sei U C R offen und f € C*(U). Ein Punkt
a € U heifit kritischer Punkt von f, falls V f(a) = 0, anderenfalls reguldrer Punkt. Nach
Satz 28.4 ist jedes lokale Extremum ein kritischer Punkt von f. Die Umkehrung gilt
nicht: Die Funktion f: R? — R, f(z) = 2 — x3 hat in (0, 0) einen kritischen Punkt, aber
kein lokales Extremum, da

f(0,0) =0 und f(t,0) >0, f(0,t) <0 firt e R\ {0}.

Im Folgenden werden wir anhand der Hessematrix untersuchen, unter welchen Bedingun-
gen kritische Punkte lokale Extrema sind.

Definition 28.6. Sei S € RV*¥ eine symmetrische Matrix und

m(S) := min (Sz, ), M(S) := max (Sz, x)

|z]a=1 |z]o=1
S heifit
 positiv definit, falls m(S) > 0;
e positiv semidefinit, falls m(S) > 0;
o indefinit, falls m(S) < 0 < M(S5);
« negativ semidefinit, falls M (S) < 0;
o« negativ definit, falls M(S) < 0.
Bemerkung 28.7. Sei S wie in Definition 28.6. Dann gilt offensichtlich fiir alle z € RY:
m(S)|zf3 < (Sw,x) < M(S)|[3
Satz 28.8. Sei U C RN offen, f € C*(U), a € U ein kritischer Punkt von f. Dann gilt:

a (a) positiv definit = a striktes lokales Minimum

(a) Hy
(b) H¢(a) negativ definit = a striktes lokales Maximum
(c¢) Hy(a) indefinit = a kein lokales Extremum.
d) a lokales Minimum = H(a) positiv semidefinit
f
e) a lokales Mazimum = a) negativ semidefinit
lokales Maxi Hy ' defini

Gilt (c), so nennt man a auch einen Sattelpunkt von f.
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Beweis. Da a ein kritischer Punkt von f ist, gilt nach Bemerkung 27.10(b) und Satz 27.14
1
(28.1) f(a+v) = f(a)+§(Hf(a)v,v>+R2(v) fiir v € RN mit a + tv € U fiir t € [0, 1],

wobei lim,_,o 2% = 0 gilt. Es folgt insbesondere fiir v € RV \ {0}:

v[3
. fla+tv)—fla) . 171
lim E = lim o | ~(H(a)tv, o) +R2(tv)]
(28.2) 1 L. Ro(tv) 1
= §<Hf(a)’0,v> + |U|21£% |t’U|% = §<Hf(a)vav>'

Nun zunichst zu (d): Da a lokales Minimum von f ist, gilt fiir v € RY \ {0}

a — f(a) (282) 1
0 < tig MO0 =IO 9 Ly 0y,

Also ist H(a) positiv semidefinit.

(e) analog.

Zu (c): Da Hy(a) indefinit ist, existieren v,w € RY \ {0} mit $(H(a)v,v) < 0 und
T(Hf(a)w,w) > 0. Aus (28.2) folgt dann

o fler ) g o flate) - f(a)

> 0.
i—0 t2 t—0 t2

Somit existiert € > 0 mit
fla+1tv) < f(a) < fla+ tw) fur 0 < |t| < e.

Also ist a kein lokales Extremum von f.
Zu (a): Da m :=m(H(a)) > 0 vorausgesetzt ist, existiert € > 0 mit

U(a) CU und |Ro(v)| < %\v[% fiur v € U.(0) \ {0},

also

(28.1) 1 Bemerk;ng 28.7'Mm

fla+v) = fla) = S (Hy(av, v) + Ra(v) >

m m
; o3 = 2ol = 2o > 0

fir v € U.(0) \ {0}. Es folgt f(x) > f(a) fir x € U.(a) \ {a}, und somit ist a ein striktes
lokales Minimum von f.
(b) analog. O

Exkurs 28.9. Lineare Algebra (ohne Beweise) Sei S € RM*Y symmetrisch. Dann gilt:
(a) (Sx,y) = (x,Sy) fir alle z,y € RY

(b) S hat nur reelle Eigenwerte.
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(c) Es existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren v!...v" € RY zu den
Eigenwerten \; < Ay < ... < Ay von S (d.h. Sv* = \o' fiir i = 1...N und
(v',v7) = &;;). Insbesondere ist S diagonalisierbar. Dabei gilt

AL =m(S) und An = M(95).

Somit erhilt man folgende Aquivalenzen:

« S positiv definit (bzw. semidefinit) <= alle Eigenwerte sind positiv (bzw.
nicht negativ)

S negativ definit (bzw. semidefinit) < alle Eigenwerte sind negativ (bzw. nicht
positiv)
o Sindefinit <= es gibt positive und negative Eigenwerte.
Ist N =2,d.h. S eR?*>? sogilt
o S positiv definit <= detS > 0 und SpurS >0
o S negativ definit <= detS > 0 und SpurS <0
o Sindefinit <= detS <0

Beispiel 28.10. Sei f € C*(R?) definiert durch f(z,y) = z* + 3> — 3xy. Dann gilt:

Viwy) = (0) =) « P=yumdiP=s < (2.y)€{(0,0),0,1)}

Also sind p = (0,0) und ¢ = (1, 1) die kritischen Punkte von f. Fiir (z,y) € R? ist zudem

Hi(z,y) = (f‘g g;’) also  Hy(p) = (_03 _3) und - H(q) = (_63 _63)

Da det Hy(p) = —9, ist Hy(p) indefinit und somit p kein lokales Extremum von f
(Sattelpunkt).

Da ferner det Hy(q) = 27 > 0 und Spur H;(¢q) = 12 > 0, ist H(q) positiv definit und
somit g ein striktes lokales Minimum.

f hat keine globalen Extrema, da

00 fir x — oo

—o0o0 firz — —o0

flz,7) =22° — 32° — {

202



29. Volistandigkeit, Fixpunkte und
Nulistellen

FEin wichtiges Ziel der Analysis sind Losungssdtze fir Gleichungen der Form f(x) = 0.
Hierbei sei (V,||-]|) ein normierter Raum, A CV und f: A — V eine gegebene stetige
Funktion. Genauso kann man in diesem Fall die Fizpunktgleichung f(x) = x betrachten,
falls f(A) C A gilt. Analytische Verfahren liefern in diesen Fdllen haufig Cauchyfolgen
(Tn)n von "Approzimationslosungen’ mit f(x,) — 0 bzw. f(x,) — x, — 0 fir n — oo.
Daher ist es von Interesse, zu wissen, ob Cauchyfolgen im Definitionsbereich A von f
konvergieren; in diesem Fall folgt durch Grenzwertbildung die Existenz einer tatsdchlichen
Lésung. Die Frage fihrt auf den Begriff der Vollstindigkeit.

Definition 29.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (z,), in X heifit Cauchyfolge, wenn fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert
mit d(x,, ry,) < € fir myn > N.

(b) (X, d) heiit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X konvergiert (man vergleiche
dies mit Analysis I, Bemerkung 6.38).

(c¢) Ein vollstandiger normierter Raum (V, ||-||) heiBt Banachraum.
(d) Ein vollstandiger Skalarproduktraum (V/ (-, -)) heit Hilbertraum.
Bemerkung 29.2. Ist (X, d) ein metrischer Raum und (z,,),, eine Folge in X, so gilt:
(a) Ist (z,), eine Cauchyfolge, so ist (z,), beschrénkt.
(b) Ist (z,), konvergent, so ist (z,), eine Cauchyfolge.

(c) Ist (x,)n eine Cauchyfolge und besitzt (), eine konvergente Teilfolge in X, so ist
(2)n selbst konvergent.

Beweis. Ubung. O

Satz 29.3. Jeder endlichdimensionale normierte Raum (V,||-||) ist vollstindig, d.h. ein
Banachraum.

Beweis. Sei (z,,), eine Cauchyfolge in V. Dann ist (x,,), beschrankt, also existiert R > 0
mit z, € Br(0) fiir alle n € N. Als beschriankte und abgeschlossene Teilmenge von V
ist Br(0) kompakt nach Satz 24.5, daher besitzt (x,), nach Satz 24.3 eine konvergente
Teilfolge. Nach Bemerkung 29.2(c) ist (z,), dann selbst auch konvergent. O
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Satz 29.4. Sei I :=[a,b] C R ein kompaktes Intervall mit a < b. Dann ist (C(I),||]|«)
ein Banachraum.

Beweis. Sei (fy), eine Cauchyfolge in (C'(I), ||||o0), und sei ¢, := sup men | fin — fulloo fir
n € N. Die Cauchybedingung liefert lim,,_,, ¢, = 0. Ist ¢ € I, so gilt zudem fiir m,n € N

[fm () = fu(O)] < [ fm = Fallses

also ist (f,(t)), eine Cauchyfolge in R und somit konvergent nach Satz 6.37. Definiere
nun f: I — R durch
f(t) == lim f,(t) firt € 1.

n—oo

Dann gilt

meN
m>n

Also folgt
0<||f=falloo<ecn—0  firn— oo,

d.h. die Folge (f,), konvergiert gleichméfig gegen f im Sinne von Definition 18.1. Mit
Satz 18.3 folgt die Stetigkeit von f, also hat die Folge im normierten Raum (C(I), ||*||c)
den Grenzwert f. O

Bemerkung 29.5. (a) Ist (K,d) ein kompakter metrischer Raum und (V,||-[|v) ein
normierter Raum, so setzt man

C(K,V):={f: K— V| f stetig}.
Ahnlich wie fiir C(I) sieht man Folgendes:
o C(K,V) ist ein normierter R-Vektorraum mit Norm |||« definiert durch
Satz 24.6(c)
[flloo := supl|f(z)lly =" max]||f(z)]]
zeK zeK
o Ist (V,]|-|lv) ein Banachraum, so auch (C(K, V), ||||oc)-

(b) Sei I := [a,b] C R ein kompaktes Intervall mit a < b, und sei p € [1,00). Dann ist
(C(I), ||Ill,) kein Banachraum.

Beweis: Ubung.

(c) Seien V, W normierte Rdume. Dann gilt:

Ist W ein Banachraum, so ist L(V, W), versehen mit der Operatornorm, ebenfalls
ein Banachraum.

Dies beweist man ganz ahnlich wie Satz 29.4:
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Beweis. Sei (T,), eine Cauchyfolge in L(V, W), und sei ¢, := sup,,>,[|Tn — Thn|
fiir n € N. Die Cauchybedingung liefert dann lim,, ., ¢, = 0. Fiir alle z € V gilt

sup||Tnx — Thxllw < sup||T,, — Thllllzllv = cullz|ly — 0 fir n — oo.
m>n m>n

Somit ist (7,,z), eine Cauchyfolge in W, und nach Voraussetzung existiert

Tr:=lim T,z eW fur alle z € V.

n—o0

Aus der Linearitat der Abbildungen T,, folgt direkt, dass auch die Zuordnung
x +— Tz linear ist. Ferner ist

Tl = lim [Tl < (supl o) el i alle & € V.
d.h. T ist stetig. Schlieflich ist
(T = To)zxllw = lim [[(T = T)alw < (SE;HTm - TnH) [zllv = enll2llv
fir alle z € V, d.h. [|T —T,,|| < ¢, — 0 fiir n — oo. Dies zeigt die Vollstandigkeit
von L(V,W). O

Beachte: Ist N =dimV < oo und m = dim W < o0, so ist

Satz 23.4

dim L(V, W) dim Hom(V, W) = Nm < oo,
also liefert in diesem Spezialfall auch bereits Satz 29.3 die Vollstandigkeit.

Satz 29.6. Ist (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum und A C X, so gilt:
(A, d) vollstindig = A C X abgeschlossen.

Insbesondere ist jede abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums (z.B. von RY ) voll-
standig.

Beweis. ,=—=*“: Sei x € A. Dann ist = lim,,_,» 7, fiir eine Folge (x,), in A. Nach
Bemerkung 29.2(a) ist (), eine Cauchyfolge in X und somit auch in A, und damit
konvergiert (z,), nach Voraussetzung in A. Es folgt x € A. Insgesamt folgt A = A.
»<=": Sei (z,), eine Cauchyfolge in A. Da X vollstindig ist, existiert z = lim,,_,o, T, €
X, wobei € A = A nach Voraussetzung. Also konvergiert (z,,), in A. H

Definition 29.7. Sei (X,d) ein metrischer Raum und f: X — X eine Abbildung.
Existiert ein ¢ € (0,1) mit

d(f(z), f(y)) < qd(z,y)  firalle 2,y € X,

so nennt man f eine Kontraktion (oder genauer: q-Kontraktion). Mit anderen Worten:
f: X — X ist Lipschitz-stetig und besitzt eine Lipschitz-Konstante ¢ < 1.
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Satz 29.8 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum
mit X # @ und f: X — X eine Kontraktion. Dann hat f genau einen Fixpunkt, d.h. es
gibt genau ein x € X mit f(x) = x. Ferner gilt

lim f*(y) =x firalleye X (wobei " := fo---of sei.)
n—00 —_—
n-mal

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ¢ € (0,1) mit

(29.1) d(f(y), f(2)) < qd(y,z2) fur alle y, z € X.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien x1, x5 € X Fixpunkte von f. Mit (29.1) folgt dann
d(x1,29) = d(f(z1), f(x2)) < qd(z1,29), also d(z1,x9) = 0 und damit z; = .

Um die Existenz und Konvergenz zu zeigen, Sei y € X beliebig, und sei y,, := f"(y) fiir
n € Ny (also yo = y). Wir zeigen per Induktion:

(29.2) A(Yn+1,Yn) < ¢"d(v1,9) fir alle n € Ny.
,n = 0% klar.
J=n+ 1%

(29.1) 1A
AYni2, Yni1) = A f Ynir)s F(Wn) < qdWYnsr, yn) < qq"d(y1,y) = ¢"d(y1, )

Fir m,n € N, m > n folgt nun mit der Dreiecksungleichung

—

m—1

3

(29.2) °
AU yn) < Y d(yjen,y;) < dyy) Y ¢ <dyy)d" Y ¢ =
7=0

n

3/1 y)

=n

<.
Il
<.

Da ¢, — 0 fir n — oo, ist (y,), somit eine Cauchyfolge. Da X vollstandig ist, existiert
x = lim,_,o yn. Da ferner f stetig ist, folgt

f@) = f( lim y.) = lm fly) = lim o = .

Also ist x der nach 1. eindeutige Fixpunkt von f, und es folgt lim, ., f™(y) = z fir alle
y € X, wie behauptet. O

Korollar 29.9. Sei U C RY offen und f € C*(U,RY). Sei ferner A C U abgeschlossen
und konvex, d.h. fir alle z,y € A mdge auch die Verbindungsstrecke {(1 —t)x +ty |t € [0, 1]}
ganz in A liegen. Ferner gelte

(i) f(A) € A;

(i) supeqlldf ()] <1.
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Hier und im Folgenden bezeichne — wie im Schrankensatz Satz 26.18(b) — ||| die bzgl.
der euklidischen Norm ||y gebildete Operatornorm.
Dann besitzt f genau einen Fizpunkt in A.

Beweis. Sei q := sup,¢4||df(z)|| < 1. Fiur 2,y € A liefert der Schrankensatz Satz 26.18(b)
dann
[F(@) = F(®)la < |z = ylo max||df(y +tz — )| < glz —yla.
<t< —_——
€A
Also ist f: A — A eine Kontraktion, und die Behauptung folgt aus Satz 29.8, angewandt
auf den vollstindigen metrischen Teilraum A C RY. O

Bemerkung 29.10. Viele Gleichungssysteme der Form f(z) = 0 mit f: RY — RY sind
nicht explizit 16sbar, d.h. man kann die Losungsmenge nicht in Formeln mit Hilfe von
bereits bekannten Funktionen angeben. Man kann aber oft Punkte & € RY finden, fiir
die f(&) schon sehr nahe bei 0 € RY liegt. In solchen Féllen ist die Frage naheliegend, ob
in der Néhe von Z dann auch eine ,echte* Nullstelle von f liegt. Dies soll im Folgenden
untersucht werden.

Satz 29.11 (einfaches Schattenlemma). Sei U C RY offen und f € C*(U,RY). Seien
ferner € U, 6 >0, g€ (0,1) und L € L(RN) mit folgenden Eigenschaften gegeben:

(i) L ist invertierbar mit Inverser L= € L(RY).
S L o 90=g)
(ii) |[f(2)|2 < =1

(iii) [|df(z) — L[| <

Dann gilt:

(a) Die Abbildung T: Bs(%) — Bs(z), T(z) = x — L™ f(x) ist eine (wohldefinierte)
q-Kontraktion, welche genau einen Fixpunkt in Us(Z) hat.

(b) f besitzt genau eine Nullstelle in Us(Z).

Beweis. (b) folgt direkt aus (a).
Zu (a): Gemaf (iii) gilt

lAT ()] = llid = L7'df (@)l < [IL7IL = df (@)l <q  fir @ € Bs().
Wie im Beweis von Korollar 29.9 folgt
T(x) =T(y)l2 < qle—yly  fir z,y € Bs(7).
Fir x € Bs() ist ferner
T(x) = &lo < |T(2) = T(2)|2 + |T(Z) — 2|2 < gl — T2+ L7 f(2)]2
< g+ I 1@ < 00+ 50— ) = 6
also T'(x) € Us(Z). Dies zeigt (a). O
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Bemerkung und Beispiel 29.12. (a) Unter den Voraussetzungen von Satz 29.11

findet man die eindeutige Nullstelle von f in Bs(Z) durch Iteration der Funktion
Bs(%) — Bs(Z), v x— L7 f(x).

Allerdings ist richtige Wahl des festen Punktes ¥ und der linearen Abbildung
L € L(RY) in der Praxis nicht immer einfach. In Hinblick auf Bedingung (iii) von
Satz 29.11 ist es naheliegend, einen Punkt Z zu suchen, dass die Voraussetzungen
des Satzes mit der Wahl L := df(#) € L(RY) und geeigneten § > 0, ¢ € (0,1)
erfiillt sind.

Eine Alternative bietet das bekannte Newtonverfahren, in dem die Abbildung
w = x—df(z)™ f(z)

iteriert wird. Hier findet quasi eine ,Aktualisierung® der linearen Abbildung
oL =df(z)* in jedem Schritt statt; man kann zeigen, dass dies zu einer besseren
Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens fithrt. Die Frage der Konvergenzge-
schwindigkeit ist fiir praktische Anwendungen relevant und wird in den Vorlesungen
zur Numerik ausfiihrlich diskutiert. Wir verzichten an dieser Stelle auf eine genauere
Betrachtung.

Sei f € C'(R?,R?) definiert durch f(z,y) = (2 +y — eV + 1,2z — y — ENT,
Dann ist f(0) = (0, —3)". Wir zeigen mit Hilfe von Satz 29.11, dass f in U1(0)
eine Nullstelle besitzt. Dazu berechnen wir

B 2 —ye™ 1 — xe™ . 2
Jr(x,y) = ( 2+ Lsin(zy) —14 £sin(ay) ) fir (z,y) €R

und somit
2 1
Jf(0)=(2 _1)-

Sei L :=df(0) € L(RY). Gemif Beispiel 23.5 ist die Operatornorm von L~! als
die Wurzel des groSiten Eigenwerts von (L™1)*L~! gegeben. Dabei ist (L™')*L™! =
(LL*)™!, und LL* hat die kanonische Darstellungsmatrix

s = (5 1),

Man berechnet fiir LL* die Eigenwerte 2 und 8, und somit besitzt die Inverse
(L71)*L~! die Eigenwerte 5 und . Es folgt

1 5
L—l - < —
117 =75 <3
Ferner ist
_ o —ye  —we™
(29.3) Ji(r,y) — J;(0) = < Ysin(zy) Zsin(zy) )
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Wir verwenden nun folgende Beobachtung: Ist S € £(R") mit Darstellungsmatrix
(sij)ij bzgl. der kanonischen Basis (oder allg. einer Orthonormalbasis), so gilt fir
die Operatornorm (bzgl. |-|2) wegen Beispiel 23.5:

N N N
IS]1? < Spur(STS) = > (S7S);; =Y (ST)sisi; = Z
j=1 i,j=1 j=1
also
(29.4)

Sei nun ¢ := ;. Anwendung von (29.4) auf (29.3) liefert nun fiir |(z,y)[, < 6

sin? zy 1 1
— Ll < 2 2(2xy >< < =
ldf(z,y) — L] _\/(90 Hy) (et = ) Sfet op < 5

und somit

q . .
ldf (z,y) = L]l < 1] fir |(2,y)|2 < 6 mit ¢ := —

Schliefilich ist auch

119 7<5(1—q)

Somit sind die Voraussetzungen von Satz 29.11 in 0 € R? und den obigen Wahlen
von 0 und ¢ erfillt, und es folgt die Existenz genau einer Nullstelle von f in U 1 (0),

also die Existenz genau einer Losung in U 1 (0) des nichtlinearen Gleichungssystems
- 1
20 +y=¢e" — 1, 2x—y:gcos(:z:y).

Das Argument von (b) liefert sogar fiir jedes A € [0, £] genau eine Losung g(\) €
Uy (0) des Gleichungssystems

20 +y=¢€" —1, 2r —y = Acos(xy)

Fiir A = 0 ist dabei offensichtlich 0 € R? selbst eine Losung, d.h. es ist g(0) = 0. Wir
werden im nachsten Kapitel sehen, dass fiir parameterabhéngige Gleichungssysteme
dieser Form, bei der fiir einen gewissen Parameterwert (hier: A = 0) eine Losung
existiert, unter natiirlichen Voraussetzungen die Losungsmenge lokal in Abhén-
gigkeit des Parameters A durch eine C'—Funktion (hier: A — g()\)) geschrieben
werden kann.
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30. Auflosung von Gleichungen durch
implizite Funktionen

Im Folgenden schreiben wir nur noch |-| anstelle von |-|; fiir die 2—Norm auf R".

Bemerkung und Beispiel 30.1. (a) Viele Probleme und Gleichungen der Analysis
hangen von Parametern ab, und man moéchte die Abhéngigkeit der Losungen von
diesen Parametern untersuchen.

Einfaches Beispiel: Sei A > 0 und Py: R — R definiert durch Py (z) = \z® + 2z — 3.
Dann ist P§(x) = 3Az*+2 > 0 fiir alle z € R, also ist Py streng monoton wachsend.

Da ferner
00 fir z — oo,

P)\(.Z')—>{

folgt, dass Py fur jedes A > 0 genau eine Nullstelle g(\) hat.

Frage: Ist die Abbildung g: (0,00) — R, A — g()), differenzierbar? Falls dies der
Fall ist, so kann man ihre Ableitung ¢’ implizit berechnen. Sei dazu U := (0, 00) x R
und F' € C*(U) definiert durch F(\,x) = Py(z). Dann ist

—00 fir x — —o0,

OF(\x)=2" und OhF(\ z)= P(r)=3\x*+2 fir (\,z) € U.
Da ferner F'(A, g(A)) = P\(g(A\)) = 0 fur alle A > 0 gilt, folgt mit der Kettenregel:

0= d%\F()\ g(\) = Jr(X, g(A ( ) = W F (X g(N) +HF(A g(N)g' (M),

also ,
70 = FA9N) 9N

(A g(N)  3Ag(A)? + 2
Z.B.ist g(1) = 1 und damit ¢/(1) = —1. Allerdings haben wir die Differenzierbarkeit
von ¢ bisher nicht gezeigt! Diese wird aus Satz 30.3 folgen.

fir A > 0.

(b) Sei F': R? — R eine C*-Funktion mit Nullstellenmenge N := {(z,y) € R? | F(z,y) = 0}

Frage: Konnen wir die Gleichung F'(x,y) = 0 nach x oder y auflésen? Mit anderen
Worten: Konnen wir A/ als Graph einer Funktion y = y(z) oder = x(y) schreiben
(evtl. mit C'' Funktionen?). Im Allgemeinen nicht: Sei z. B. F(x,y) = 2 + y* — 1.
Dann ist N := {(z,y) | |(z,y)| = 1} der Einheitskreis in R?, und diese Menge ist
offensichtlich kein Graph einer Funktion. Allerdings existieren zu jedem (z,y) € N
Umgebungen U C R von z bzw. V C R von y und
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e ecine C''-Funktion ¢g: U — V mit

NN (U x V) = Graph g = {(£,9(€)) | € € U}

 oder eine C*-Funktion g: V — U mit
NNUxV)={(g(&),& |V}

Z.B. kann man fir (z,y) = (1,0) die Mengen U = (0,00), V' = (—1,1) wéhlen. Damit ist

NNUxV)={(V1-¢,§|¢e(-1,1)} (rechter Halbkreis).

Der untenstehende Satz Satz 30.3 liefert ein allgemeines Kriterium fiir die lokale Auflos-
barkeit von Gleichungen bzw. Nullstellenmengen. Wir benétigen aber zunéchst folgenden
Hilfssatz.

Definition und Satz 30.2. Die Menge GL(N) := { € RVxN ‘ A mvertierbar} ist
offen in RN*N und die Abbildung GL(N) — GL( ), A A L st stetig.

Beweis. Die Determinante

det: RN 5 R, det A = Z Aimy ANy Sign T fir A = (a;;) € RVY

TESN

ist eine Polynomfunktion, also stetig nach Beispiel 22.4. Somit ist GL(V) nach Satz 22.8
offen in RV*V als Urbild von R \ {0} unter det. Weiterhin gilt fiir A = (a;;) € GL(N)
geméfl der Cramerschen Regel aus der linearen Algebra:

1
Al =
det A

AT it A= (<1 4y)
ij

wobei A;; die Determinante der Matrix ist, welche aus A durch Streichung der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entsteht. Aus der Stetigkeit der Determinante folgt also auch die
Stetigkeit der Abbildung

GL(N) — GL(N), A AT O

Satz 30.3 (iiber implizite Funktionen). Seien k,m € N und N =k +m, U C RY offen,
F e CY(U,R™). Wir schreiben

z=(2,9) €ERY mit x=(x1,...,21) ER*, y=(y1,...,ym) € R™, sowic

Jp(z) = <g—i(z),g—§(2)) e R™N it

OR (7)) ... 2h(y) 9B () .. BEL(y)
CES Oy, Oy Oym
o) = ( o ) ermr, I ( T ) e R

dy
o) m o m o) m 1ol m
O (z) ... m(y G (z) - Gom(2)

211



fir z e U.

Dann gilt: Ist zy = (x,yo) € U mit F(z) =0 und %—1;(20) € GL(m), so existieren
g,0 > 0 und genau eine Abbildung g: U.(xo) — Us(yo) mit F(x,g(z)) = 0 fir alle
x € U(xg). Insbesondere ist g(xg) = yo. Ferner ist g stetig differenzierbar, und es gilt

(30.1) Bfan) = ~(G () G t) € R

Beweis. Sei z € U. Wir beachten zunéchst, dass

oF mxk oF mxm
%(z) eR und o (z) € R™*™,

die (kanonischen) Darstellungsmatrizen zu den linearen Abbildungen
d.F(z) € L(RF,R™), d.F(z)v := dF(z)(v,0) fiir v € R

bzw.

d,F(z) € L(R™), dyF(2)w :=dF(2)(0,w) firweR™,
sind. Nach Voraussetzung ist %—5(20) € GL(m) und somit
L:=d,F(z) € LR

invertierbar. Aufgrund der Stetigkeit von F' und dF und Definition und Satz 30.2 konnen
wir dann £ > 0,9 > 0 so klein wahlen, dass gilt:

Bg(xo) X B&(yo) cU;

|F'(z,y0)| fir x € U.(x0);

_ )
2[|.L~1]
1 iy
|dy F(z,y) — L|| < ST fir x € U.(x0),y € Bs(yo)-
Durch Anwendung von Satz 29.11 mit ¢ = 1 folgt, dass fiir festes © € U.(zo) die

Abbildung
{yeR"|(z,y) €U} = R",  yw F(z,y)

genau eine Nullstelle g(z) € Us(yo) hat, welche als Fixpunkt der i-Kontraktion

T.: Bs(yo) = Bs(yo),  Tuly) ==y — L™ 'F(z,y)

gegeben ist. Insbesondere ist g(zg) = yo. Wir zeigen nun, dass g in zy differenzierbar ist
und (30.1) erfiillt. Sei dazu K := d,F(z) € L(R*, R™). Wir miissen zeigen:

(30.2) o 90) = o + L7 K — ]

z—10 |z — x|

=0
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(dann existiert dg(xg) = —L 'K, und (30.1) folgt durch Ubergang zu Darstellungs-
matrizen). Wegen F(z9) = 0 und dF(z)(v,w) = Kv + Lw fiir v € R*, w € R™ gilt
dabei

F(z,y) = K[z — o] + Lly — yol + h(z,y) (|z — 2ol + [y —wol) ~ fir (z,9) €U
mit einer stetigen Funktion h: U — R™ mit h(zg,yo) = 0. Fir € U.(zy) ist insbesondere
0= F(z,9(r)) = K[z — xo] + Llg(x) — yo] + h(z, g(x)) (|2 — zo| + [9(z) — wol)

also
(30.3)  lg(x) —yo+ LT K[z — xo]| < L7 [[[A(z, g(2))| (]2 = zo| + |g(x) — ol)-
Ferner gilt aufgrund der %—Kontraktivitéit

l9(x) = ol = [T:(g9(x)) — T (o) < |[T2(g(x)) — To(wo)| + |T(v0) — Tieo (%0)]

1
< 5’9(9‘?) — ol + |T2(y0) — To(¥0)]
und somit, nach Definition von T,

19(x) — ol < 2|T2(y0) — Tig (90)| < 2IL7HI[F (2, 90) — F(zo, o)
——
(30.4) A
< 2| L YI(| Kz — o] + [A(z, yo)l|z — o]) < Cilz — o]

fiir z € B (w9) mit einer Konstanten C; > 0. Insbesondere folgt lim, .., g(x) = yo, also
auch lim, ., h(z, g(x)) = h(xy,yo) = 0. Zusammen mit (30.3) und (30.4) folgt

9(x) — yo + L7 K[z — )|
|z — x0]

< ||[L7 Mz, g(x))] (1 +Cy) =0 fiur x — o,

wie in (30.2) behauptet.

Schluss des Beweises: Da ¢ in z( differenzierbar und somit stetig ist, kénnen wir
wegen Definition und Satz 30.2 nach eventueller Verkleinerung von ¢ annehmen, dass
%—g(x, g(x)) € R™™ fir alle x € U.(z) invertierbar ist. Fiir jedes solche z sind dann die
Voraussetzungen des Satzes im Punkt (x, g(z)) anstelle von zy wieder erfiillt, und aus
den bisher Bewiesenen folgt — unter Berticksichtigung der punktweisen Eindeutigkeit der

Losungsfunktion g — dann die Differenzierbarkeit von ¢ in x mit

e == (Gotwa)) ot ata)

Geméfl Satz und Definition 26.7 und Definition und Satz 30.2 liefert diese Darstellung
die Stetigkeit von dg. O
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Bemerkungen und Beispiele 30.4. (a) Man kann die (lokale) Eindeutigkeit von g

in Satz 30.3 auch so formulieren: Fiir (z,y) € U.(zo) X Us(yo) gilt

F(x,y) =0 & y = g(z).

Mit anderen Worten: Die Nullstellenmenge von F' in U, (zg) X Us(yo) ist der Graph
einer eindeutig bestimmten Abbildung g: U.(zo) — Us(yo)-

Fortsetzung von Bemerkung und Beispiel 30.1(b): Sei F: R? — R, F(x,y) =
2+ y* —1lund N = {(z,vy) | |(z,y)] = 1} C R2. Sei ferner zy = (zg,y0) € N mit
yo # 0. Dann ist 05 F(z9) = 2yo # 0. Also existieren nach Satz 30.3 Umgebungen
U-(z0), Us(yo) und eine C'-Abbildung g: U.(x) — Us(yo) derart, dass gilt:

N OV (U(wo) x Us(yn)) = Graph g = { (&,9(6)) | € € U.(w0) }.

In diesem speziellen Fall ist g(§) = sign(yo)+/1 — &2 fir £ € Uc(xg).

Wir betrachten das (unterbestimmte) nichtlineare Gleichungssystem

322 — P +ud + 0 =4
) { 20—y +ut —v=1 (2,9, u,v) € R

Offensichtlich ist 29 = (1,1,1,1) € R?* eine Losung. Kann man (GS) lokal bei 2
durch eine C'-Abbildung nach (u,v) auflésen? Um dies zu kléren, schreiben wir
(GS) in der Form F(x,y,u,v) = (8) mit

2 _ .2 3 2
F e C'(RY,R?), F(x,y,u,v>—<3”’ youery 4).

202 — 3 +ut—v—1

Dann ist F'(zy) = 0 und

Oi(z) 22(z u? 2
OF (Z>:<au() av()>:(3 2) fi > — (2.9.0.0) € R

d(u,v) %(2) %(z) 2u —1

also 88{2)(20) = (3 _%) € GL(2) mit Determinante —7. Nach Satz 30.3 existieren

also €,0 > 0 und eine C'-Abbildung g: U.(1,1) — Us(1,1) derart, dass firr z =
('CU?yau?U) S UE(]-’ 1) X U5(17 1) gﬂt

F(2)=0, (d.h. z16st (GS)) <= (u,v)=g(x,y).

-1
Wir bestimmen nun J,(1,1): Es ist < oF (2’0)> =—1(2373)=2(3.3) und

O(u,v)
OF .y, F(=0) % (=0) _(6:5 —2y> _(6 —2)
O(z,y) 0 561;2(20) 88_1‘;2(20) 4 —3y? » 4 -3
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Also folgt mit Satz 30.3:

T [ T}

Frage: Kann man (GS) lokal bei 2z, auch nach anderen Variablen auflésen, z. B.
nach (z,y)? Dies kann man mit Satz 30.3 beantworten, wenn man die Koordinaten
geeignet umstellt. Relevant ist dann die Matrix %(2’0) € R?*2, Im Kapitel
Kapitel 32 geben wir eine allgemeine Formulierung von Satz 30.3 an, welche
Koordinatenumstellungen beriicksichtigt.
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31. Lokale Diffeomorphie

Im Folgenden bezeichne 1 die Einheitsmatrix in RV*¥ fiir N € N.

Bemerkung 31.1. (a) Seien U C R, V C R™ offen, und sei f: U — V eine C!-
Abbildung, die bijektiv ist und eine stetig differenzierbare Inverse f=': V — U
besitzt. Differenzieren der Gleichungen id;y = f~'o f und idy = fo f~! liefert nach
Kettenregel:

= Ji, (x) = Jp-1 (f()) J4(2) fir alle € U und
L, = Jia, (y) = ( “y)) Jp-1(y) fir alle y € V, d.h.
m = Jp(x) Jp—1 (f(2)) fur alle x € U.

Fiir ein o € U ist demnach df(x) injektiv, also N < m, und d~1(f(z)) ist injektiv,
also m < N. Es folgt m = N und J;—1(f(z)) = (Jf(x))_l fir alle x € U.

(b) Im eindimensionalen Fall gilt speziell (vgl. Satz 11.6 und Satz 14.9): Ist U C R ein
offenes Intervall und f € C*(U) mit f'(z) # 0 fir alle x € U, so ist V := f(U) offen
und f: U — V hat eine C'-Umkehrfunktion f~': V — U mit (f~1)'(f(z)) = f,}x).

(c) Die obigen Uberlegungen motivieren folgende Frage: Ist im mehrdimensionalen
Fall m = N > 1 die Invertierbarkeit der Matrix J¢(zo) in einem Punkt xy € U
hinreichend fiir die ,lokale Invertierbarkeit von f in der Ndhe des Punktes z?

Definition 31.2. Seien U,V C R¥ offen. Eine C'-Abbildung f: U — V heifit Diffeo-
morphismus, falls f bijektiv ist und f=': V — U ebenfalls eine C'-Abbildung ist. Wir
schreiben:Diff(U, V) = {f: U — V| f Diffeomorphismus }.

Beispiel 31.3. (a) Sei f: RY — R affin linear, also gegeben durch f(z) = Tx + c,
wobei T € E(RN ) invertierbar und ¢ € RY sei. Dann ist f € Diff(RY,RY) mit
fYy) =T (y —c) fir y € RV,

(b) f: R — R, f(x) = 23 ist eine bijektive C'-Abbildung mit f~': R — R gegeben

durch
- I, y >0,
f 1(y)={ \
— VYl y < 0.

f~1 ist stetig, aber in 0 nicht differenzierbar. Also ist f ein Homdomorphismus,
aber kein Diffeomorphismus.

(¢) f: R—= R, f(x) =23+ z ist ein C*-Diffeomorphismus nach Bemerkung 31.1(b).
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Bemerkung 31.4. Seien U, V,W C R¥ offen und f € Diff(U, V), g € Diff(V, ). Dann
gilt:

1

(a) ' € Diff(V,U). Dabei ist df(f(z)) = [df ()] wnd J; (f(2)) = [Jp(2)]”
fir alle z € U gemafl Bemerkung 31.1(a).

(b) go f € Diff(U, W).

Satz 31.5 (lokale Diffeomorphie bzw. von der inversen Funktion). Sei U C RY offen,
f e CYURY) und a € U mit Jg(a) € GL(N). Dann existieren offene Umgebungen
UCUwonaundV CRYN von f(a) derart, dass f|g: U — V ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung
F:RY xU —RY, F(z,y) = f(y) — =

und wenden den Satz tiber implizite Funktion Satz 30.3 auf ' im Punkt zy = (f(a),a)

an. Dies ist moglich, da

oF

a—y(zo) = Js(a) e RV
nach Voraussetzung invertierbar ist. Somit existieren £, > 0 sowie eine Abbildung
g: U(f(a)) = Us(a) derart, dass fur (z,y) € U(f(a)) x Us(a) gilt:

(31.1) r = f(y) = F(x,y) =0 = y = g(x).

Ferner ist g stetig differenzierbar. Da f stetig ist, ist U := f*1<U€(f(a))> N Us(a) eine

offene Teilmenge von U, und wegen (31.1) ist auch
V= f(U) = g7'(U) C Uc(f(a)) CRY

offen. Aus (31.1) folgt nun, dass f|5: U =V bijektiv ist mit Inverser gly: V' — U. Da
f und g stetig differenzierbar sind, folgt f|; € Diff (U, V'), wie behauptet. ]

Korollar 31.6. Ist U C RY offen und f € C'(U,RY) eine Abbildung mit det J;(x) # 0
fiir alle x € U, so gilt:

(a) f(U) CRY ist offen.
(b) Ist f injektiv, so ist f € Diff (U, f(U)).

Beweis. Sei y € f(U) beliebig und x € U mit f(x) = y. Nach Satz 31.5 existieren
offene Umgebungen U C U von z und V C RY von y derart, dass f |l U — V ein
Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist V = f(U) C f(U). Es folgt, dass f(U) in R
offen ist. )

Ist zudem f injektiv mit Inverser f~': f(U) — U, so ist f~'|y = <f]0> stetig

differenzierbar. Da y € f(U) beliebig gewéhlt war, folgt die stetige Differenzierbarkeit
von f~1 und somit ist f € Diff(U, f(U)). O
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Beispiel 31.7. (Polarkoordinaten, vgl. Analysis I, Bemerkung 12.10) Sei U := (0, 00) X
R CR? und f € C'(U, R?) definiert durch f(r,¢) = (rene ). Dann ist

cosp —rsine
sinp  rcos

Te(r, ) = ( > fiir (r, ) € U.

Also ist det J¢(r, ) = r(cos? ¢ + sin? ) = r > 0 und damit J;(r,p) invertierbar fiir
alle (r,¢) € U. Somit sind die Sétze Satz 31.5 und Korollar 31.6(a) auf f anwendbar.
Allerdings ist f nicht injektiv, da

f(r,o+ k2m) = f(r, @) fir alle (r,p) € U, k € Z.
Wir betrachten nun die offenen Teilmengen
U':=(0, ) x (—m 7)CU,  V:=R*\{(z,0)|r <0} C R?
und zeigen:
(31.2) fly € DIt (U, V).

Dazu beachten wir, dass man nach Analysis I, Bemerkung 12.10 jede Zahl z € C\ {0} in
eindeutiger Weise als z = re?¥ mit r > 0 und ¢ € (—, 7] schreiben kann. Durch Ubergang
zu Real-und Imaginérteil folgt, dass man jeden Vektor (x,y) € R?\ {0} in eindeutiger
Weise als (x,y) = (rcosg, rsing) = f(r,¢) schreiben kann mit (r, @) € (0,00) X (=, 7).
Da ferner f((0,00) x {7})) = {(z,0) | z < 0} ist, bildet f also U’ bijektiv auf V ab. Mit
Korollar 31.6(b) folgt (31.2). Die Abbildung P := f|y heifit Polarkoordinatenabbildunyg.

Wie berechnet man nun die Jacobimatrix von P~! z. B. in (1,1) € V ? Es ist

R
(1,1) = P(v/2, %), wobei Jp(v/2,%) = (‘f 1). Also gilt nach Bemerkung 31.1 bzw.

V3
Bemerkung 31.4:

Jp-1(1,1) = (JP (\/5, %))_1 = % (_1_ 1) = (Ti ?) .
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32. Regulare Punkte und regulare
Werte

Definition 32.1. Sei U C R offen, f € C'(U,R™).
(a) z € U heifit requldrer Punkt von f, falls df(z) € L(RY,R™) surjektiv ist.

(b) w € R™ heifit requlirer Wert von f, falls die Menge f~!(w) C U nur aus reguliren
Punkten von f besteht.

(c¢) Nichtreguldre Punkte bzw. Werte von f nennt man singuldr oder kritisch.
Bemerkung 32.2. In der Situation von Definition 32.1 gilt fir z € U, w € R™:

(a) z reguldrer Punkt von f.
<= rang J(z) =m.
<= die Zeilen von J;(z) sind linear unabhéngig im RY.
<= J¢(z) hat m linear unabhéngige Spalten.

Ist z ein regulérer unkt von f, dann muss also insbesondere gelten m < N.
(b) Ist w ¢ f(U) so ist w ein regulérer Wert von f.
(c) Ist m =1, so ist z reguldrer Punkt von f genau dann, wenn V f(z) # 0 ist.
Beispiel 32.3. (a) Sei f € C°°(R?) definiert durch f(z,y) = 2*> — y* + 1. Dann gilt:

X

Vf(:zc,y):2( ):0 — (x,y)=0.

Also ist 0 € R? der einzige kritische Punkt von f und somit 1 = f(0) ist der einzige
kritische Wert von f. Man beachte aber: (1,1) ist reguliarer Punkt von f, aber
f(1,1) =1 ist kein regularer Wert von f!

Zur Veranschaulichung ist es hilfreich, die Mengen f~!(c) C R? (sogenannte Ni-
veaumengen von f) fir c > 1, ¢c=1 und ¢ < 1 in der Nihe des Nullpunkts im R?
zu skizzieren.

Man kann generell zeigen, dass sich die topologische Gestalt der Niveaumengen
von f hochstens bei Uberschreitung von kritischen Werten dndern kann.
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(b) Sei f € C'(R3 R?) definiert durch f(z,y,z) = ( Pyt ) Dann gilt:

(z—1)2+y>+2°

x z
Jf(x’y’z):2<x1 z Z)hatRangQ < y#0oderz#0

Also ist {(x, 0,0) ‘ S R} C R? die Menge der kritischen Punkte und
{@* (x—1)»)" |z e R}
die Menge der kritischen Werte von f.

Seien nun a,b > 0. Geometrisch ist f~! ((%)) der Schnitt einer Kugeloberflache

(sogenannte Sphdre) mit Radius \/a um 0 mit einer Sphéire mit Radius v/b um
(1,0,0). Dabei gilt:

(Z) ist kritischer Wert von f

<= esgibtz € Rmita=2"und b = (v — 1)
— Vb=+a—1oder Vb=1—+/aoder Vb=1++a

<= die beiden Sphéren beriihren sich genau in einem Punkt

Zur Veranschaulichung kann man z.B. die Lage der Sphéaren in den Fallen
o Va=2 vVb=1,
[ ] \/a = \/E = %’
o« Va=1,vVb=2.
skizzieren.
Wir haben in Beispiel (a) gesehen, dass im Fall des kritischen Punktes 0 der Funktion
f € CYR?), f(x,y) = 2> —y*+1 das Urbild f~!(1) des zugehorigen Wertes 1 = f(0) aus
zwei (senkrechten) Geraden besteht, welche sich in diesem kritischen Punkt schneiden.
Somit lasst sich dieses Urbild nicht lokal um 0 als Graph einer Funktion schreiben. Anhand
der folgenden Variante des Satzes von der impliziten Funktion sehen wir andererseits,
sich dieses Urbild bei reguldren Punkten lokal als Graph schreiben ldsst, wenn man die
Koordinaten geeignet umnummeriert.

Satz 32.4. Sei U C RY offen, f € CY(U,R™) mitm < N und z € U ein requlirer Punkt
von f. Sei ferner k :== N —m und w := f(z). Dann existieren offene Teilmengen U C Rk
und V C U mit z € V, eine Abbildung g € Cl(f], R™) und eine Koordinatenpermutation
T € L(RY) derart, dass gilt:

fHw)nV ={T(z,9(x)) | v € U}

Als Koordinationpermutation sei dabei ein T € L(RY) bezeichnet, welches fiir eine
geeignete Permutation m € Sy durch Te; = e, j=1,..., N gegeben ist.

Insbesondere lasst sich Urbild f~!(w) eines reguliren Wertes w € f(U) von f lisst sich
lokal als Graph einer eindeutigen C*-Abbildung schreiben, wenn man die Koordinaten
geeignet permutiert.
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Beweis. Da z ein reguldrer Punkt von f ist, sind fiir eine geeignete Permutation © € Sy
die Vektoren 9y, f(2),..., 0y f(z) € R™ linear unabhéngig. Sei T' € L(RY) die zu 7
gehorige Koordinatenpermutation, und sei Uy := T~ 1(U) sowie zy := Tz € Uy. Sei
ferner F' € C'(Uy, R™) definiert durch F(u) = f(Tu) — w. Dann gilt F(z5) = 0 und (mit
Kettenregel)

ajF(Zo) = dF(Z(])ej = df(TZO)TGj = df(Z)eﬂ—(j) = 87T(j)f(2>, ] = 1, e N.
Nach Voraussetzung sind also die Vektoren
8k+1F(z0) s e 8NF(Z()) e R™

linear unabhéngig. Wir schreiben nun wie in Satz 30.3 die Elemente von U, als Tu-
pel (z,y) mit x = (z1,...,7%) € RF und y = (y1,...,¥m) € R™, insbesondere sei
20 = (20,Y0). Gemaf der Notation von Satz 30.3 ist dann %—5(,20) die von den Spalten

Oks1F(20), ..., ONF(z9) gebildete Matrix, und diese ist invertierbar. Nach Satz 30.3
existieren also &, > 0 und eine C*-Abbildung g: U.(zo) — Us(yo) mit
(32.1) F=40) N [Ux(z0) x Us(yo)] = {(z, g(2)) | 2 € Ue(0)}-

Wir setzen V := T[U.(z0) x Us(yo)] und U := U.(z0). Dann ist V offen, da T' € GL(N)
ist. Beachtet man nun, dass T(F~1(0)) = f~(w) gilt, so folgt aus (32.1)

7 w) NV =T(F1(0) N [Us(20) x Us(yo)]) = {T(x,9(x)) | x € U},
wie behauptet. O

Bemerkung 32.5. Nachtrag: Da in Definition und Satz 30.2 die Inverse einer Matrix
A als Koordinaten rationale Funktionen der Koordinaten von A hat, ist die Abbildung
GL(N) — GL(N), A — A~! sogar beliebig oft differenzierbar.

Korollar 32.6. Ist zusdtzlich zu den Bedingungen in Satz 30.8 F sogar eine C*-Funktion
fiir ein k > 2, so ist die implizit definierte Funktion g auch eine C*-Funktion. Analoge
Folgerungen gelten in Satz 31.5 und Satz 32.4.

Beweis. In Satz 30.3 setzen wir ¢(z) == (x, g(x))T € RY. Dann folgt nach der Kettenregel
aus
FO”LpIO in Ug(xo)

die Beziehung
dF(z, g(x))di(z),

also

0= Jyte.a(a) - Joe) = (o) $ote) (1)

N 68_?(1?,9(56)) + ?9_5(%,9(%)) ()
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und daher 3 -1y
nw) == (Gowate)) G glo),

Hier sind jetzt die Koordinaten von %—5 und %—5 C*~!.Funktionen, und ¢ ist eine C'-

Funktion. Wegen Bemerkung 32.5 ist also auch J, eine C'-Funktion, also g eine C*-
Funktion. Induktiv schlieft man jetzt, dass g eine C*-Funktion ist. m

Bemerkung 32.7. Um hohere Ableitungen einer implizit gegebenen Funktion zu berech-
nen, ist es am einfachsten, wie folgt vorzugehen: Losen wir zum Beispiel f(x,y,z) =0
nach y durch eine Funktion ¢ auf, dann leiten wir die Gleichung

f(x,9(x,2),2) = 0
nach = ab und erhalten (mit f, = 0, f usw.):
(32.2) fo(z,9(x, 2), 2) + fy(z,9(z, 2), 2) g (7, 2) =0,

kurz f, + fy,9. = 0, also g, = —f,/f,. Analog erhélt man g, = —f,/f,. Um hohere
Ableitungen zu erhalten, kénnen wir entweder diese Ausdriicke direkt ableiten oder (32.2)
weiter differenzieren und dann nach der gewiinschten Ableitung von ¢ auflésen.
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33. Extremwertbestimmung unter
Nebenbedingungen und
Untermannigfaltigkeiten

Bemerkung und Beispiel 33.1. Sei V C RY offen und f € C1(V). Oft interessiert
man sich fir die Extremwerte von f|5;, wobei M eine gegebene Teilmenge von V ist.
Man sucht also Extrema x von f ,unter der Nebenbedingung = € M*.

Konkretes Beispiel: Sei V = R3,

22 + (%)2 n (%)2 - 1} (Ellipsoid)

und ¢ = (0,0, 1). Da M abgeschlossen ist, existiert ein Punkt p € M, der den Abstand zu
g minimiert; es gilt also |p — q|o = dist(q, M). Wie berechnet man einen solchen Punkt p?

Ist f € CY(R?) gegeben durch f(v) = |v — g3, so ist p ein globales Minimum von f|y;.
Offensichtlich ist p aber kein kritischer Punkt von f, denn der einzige kritische Punkt
von f ist g selbst. Welche Bedingung erfiillt V f(p) dann? Dies werden wir im Folgenden
klaren.

M = {(m,y,z) eR?

Definition 33.2. Sei M C R¥ eine Menge und p € M. Ein Vektor v € RY heifit
Tangentialvektor von M in p, falls es € > 0 und eine C'-Kurve 7: (—¢,e) — R gibt mit
V(=€) € M, 7(0) = p und +'(0) = v.

Satz 33.3. Sei V C RY offen, M CV, f € CY(V) und p € M ein lokales Extremum
von f|ar. Dann steht V f(p) senkrecht auf allen Tangentialvektoren von M in p, d.h. fir
jeden Tangentialvektor v von M in p gilt (V f(p),v) = 0.

Beweis. Sei v € RY ein Tangentialvektor von M in p und 7: (—¢,¢) — M eine C*-Kurve
mit v(0) = p und 7/(0) = v. Nach Voraussetzung ist 0 ein lokales Extremum der Funktion
forvy:(—ee) = R. Also ist

0=(f2)'(0) = (Vf((0)),7(0)) = (Vf(p),v).
O

Definition und Bemerkung 33.4. Sei V C RY offen und f € CY(V). Sei ferner
MCVundpe M.

(a) Wir nennen p € M einen kritischen Punkt von f|, falls (Vf(p),v) = 0 fiir alle
Tangentialvektoren v von M in p.
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(b) Nach Satz 33.3 ist jedes lokale Extremum p von f| ein kritischer Punkt von f|;.
Fiir allgemeine Mengen M und Punkte p € M ist die Menge aller Tangentialvektoren
von M in p aber ein kompliziertes Objekt. Daher betrachten wir im Folgenden
spezielle Mengen M C RY.

Definition 33.5. Sei 0 < &k < N und M C R¥. M heiit k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des RY, falls es zu jedem Punkt p € M offene Teilmengen U C R¥, V C RV
und ein ¢ € CY(U, RY) gibt mit:

(a) peV.

(b) ® bildet U bijektiv auf M NV ab.

(c) v~ M NV — U ist stetig.
) d

(d) dy(z) € LIR* RY) ist injektiv fiir alle x € U.

Erfilllt ¢ die Bedingungen (a)—(d), so nennt man ¢: U — M NV (oder genauer das
Tripel (U, V, @/})) eine lokale Parametrisierung von M um p. Die Inverse vp=*: M NV — U
heifit Karte von M um p.

Kurzzusammenfassung dieser Bedingungen: . k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten
sehen lokal ungefihr so aus wie offene Teilmengen des R**.

Beispiel 33.6. Sei 0 <k < N —1, U C RF offen und f € C*'(U, RN7F).
Dann ist M := Graph f = {(z, f(z)) ‘ x € U} eine k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit des RV,

Beweis. Sei V =RY und ¢ € C*(U, RY) definiert durch ¢(z) = (=, f(x))T
Dann ist ¢: U — M = M NV bijektiv mit vy=': M — U gegeben durch ¢~!(y) =

(y1,- .-, yx); insbesondere ist ¢! stetig. Ferner hat Jy(z) = ( Jl(x) ) Rang k fiir alle
!

x € U, d.h. dy(x) ist injektiv fiir alle x € U. Somit erfiillt ¢ die Bedingungen (a)—(d)
fur alle p e M. O]

Bemerkung: In dem obigen Fall wird M = Graph f durch nur ein ¢ global parametri-
siert.

Satz 33.7 (vom reguliren Wert). Sei D C RY offen, f € CY(D,R™) mit m < N und
w € R™ ein regulirer Wert von f. Dann ist M := f~Y(w) eine (N — m)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des RY .

Beweis. Sei k= N —m, und sei p € M. Nach Satz 32.4 existiert eine offene Teilmenge
U C R*, eine offene Umgebung V' C D von p sowie Abbildungen g € C'(U,R™) und
T € L(RY), T invertierbar, mit

MNV = {T(xg )‘xEU}

Wir betrachten nun h € C1(U, RY) definiert durch h(x) = (x,g(x)) und ¢ =T o h €
CHU,RY). Dann ist ¢»: U — M NV eine Bijektion mit ¢)~': M NV — U gegeben durch
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P~ Hy) = P(T"Y(y)), wobei P: RY — R* die Projektion auf die ersten k¥ Komponenten
sei. Also ist ! stetig.

SchlieBlich ist dy)(z) = T'dh(x) fir alle x € U. Wie im Beweis von Beispiel 33.6 folgt
zudem, dass fiir alle z € U die lineare Abbildung dh(z) und somit auch di(x) injektiv
ist. Also sind die Bedingungen (a)—(d) aus Definition 33.5 erfiillt, d.h. ¢ ist eine lokale
Parametrisierung von M um p. O

Beispiel 33.8. Wir betrachten N > 2 und f: RY — R, f(z) = |z|3, und die sogenannte
Einheitssphire SN~ = f71(1) = {zx e RV | |z, =1} C RY. Da Vf(z) = 2z # 0 fiir
alle x € SN~1 ist 1 ein regulirer Wert von f. Somit ist S¥~! nach Satz 33.7 eine
(N — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

Es gibt viele Moglichkeiten, SV~! lokal zu parametrisieren, z.B. Graphen iiber offe-
nen Teilmengen von N — 1-dimensionalen Unterrdumen. Dabei bréauchte man allerdings
mindestens 2N Karten. Die folgende stereographische Projektion liefert lokale Parame-
trisierungen mit lediglich 2 Karten: Sei dazu U := RY~! und Vi = RV \ {£ey}, wobei
ey :=(0,...,0,1) der N-te Einheitsvektor sei. Dann ist SV~ = (SN "INV, )u(S¥N1NV).
Wir definieren

1 2z
w0 = 7 ()

@ =1 2 he)
7 T+ o3 \1— 23]

U, @: U—>RN,

Dann gilt:
o Ist pe SN2\ {en}, soist ¢: U — SN~ NV, eine lokale Parametrisierung um p
o Ist pe SN\ {—en}, soist p: U — SN"1NV_ eine lokale Parametrisierung um p
Beweis: Ubung.
Definition und Satz 33.9. Sei B C RY eine Menge. Wir setzen:
(a)
span B := ﬂ V
VRN
BCV

(Erzeugnis oder lineare Hiille). Hier bedeutet ,V < RN ¥ dass V ein linearer
Unterraum von RY ist.

(b) B+ :={veRY|(v,b) =0 fiir alle b € B} (Orthogonalkomplement von B)
Dann gilt: B+ ist ein Unterraum von RN mit RY = span B @ B*.

Beweis. Man sieht leicht, dass B+ ein Unterraum von R” ist. Ferner ist W := span B
der lineare Unterraum aller Linearkombinationen von Elementen aus B, und daraus
folgert man leicht die Gleichheit B+ = W+. In der linearen Algebra wird gezeigt, dass
RN =W @ W+ gilt. m
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Definition 33.10. Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und p € M. Dann setzen
wir:

(a) T,M := {v e RY ‘ v Tangentialvektor von M in p} (Tangentialraum von M in p)
(b) N,M := (T,M)* (Normalraum von M in p).

Hilfssatz 33.11. Sei M C RY eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M und
V: U — MNV eine lokale Parametrisierung um p. Dann existiert eine offene Umgebung
W C V won p derart, dass sich ™' M NW — U zu einer C1-Abbildung W — U
fortsetzen lisst.

Beweis. Seia =1 (p) € U. Dadi(a): R* — RY injektiv ist, konnen wir RY als direkte
Summe RY = Bilddy(a) ® N mit einem N — k-dimensionalen Unterraum N C RY
schreiben. Wir wihlen eine Basis vy, ..., vx_; von N und betrachten die C'-Abbildung

N—k
g: UxRVF RN g(a,t) = (z) + > tu;  fiirt = (t,... tnx) RV
j=1

Fiir (x,t) € U x R¥=* ist dann

N—k
dg(z,t) € LRY), dg(z,t)(y,s) = dy(z)y + Z sjv; fiir (y,s) € RY = RF x RN-F

j=1

und somit Bilddg(z,t) = Bilddy(z) + N C RY. Im Punkt @ := (a,0) € U x RN "% ist
nach Konstruktion Bild dg(a) = Bild dy(a) ® N = RY, also dg(a) € L(R") invertierbar.
Es folgt mit dem Satz von der lokalen Diffeomorphie Satz 31.5, dass offene Umgebungen
Ui CU xRN¥* yvon @ und V; € RY von p = g(a) existieren mit h := g|y, € Diff(Uy, V}).
Aufgrund der Stetigkeit von ¢y~': M NV — U und wegen (a,0) = (¢ ~(p),0) konnen
wir nun eine offene Umgebung W C V NV} von p derart wihlen, dass (¢ "'(¢q),0) € Uy
fir alle ¢ € W N M gilt. Fir diese ¢ gilt dann h((¢"(q),0)) = g((¢¥"'(¢),0)) = ¢, also
h=1(q) = (v "*(q),0). Ist also P: RN — R* die Projektion auf die ersten k& Koordinaten,
soist Poh™': W — U eine C'-Fortsetzung von ¢ 1: WNM — U. O

Satz 33.12. Sei M C RY eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, p € M, U C R¥,
V CRY offen und v: U — M NV eine lokale Parametrisierung von M um p. Sei ferner
xo := Y Y(p). Dann ist

T,M = Bild dip(x).

Insbesondere ist T,M ein k-dimensionaler Unterraum von RY | da di)(zy) € L(R* RY)
nach Bedingung Definition 33.5(d) injektiv ist.

Beweis. ,2% Sei v € R* beliebig, und sei € > 0 mit x¢ +tv € U fiir t € (—¢, ). Dann ist

v: (—e,e) = VN M, v(t) = Y(xo + tv)
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eine C'-Kurve mit v(0) = p. Also ist
d(xg)v =+'(0) € T, M.

,C“: Gemaf} Hilfssatz 33.11 existiert eine offene Umgebung W C V von p derart, dass sich
=t MNW — U zu einer C'-Abbildung ¢: W — U fortsetzen lisst. Sei nun w € T, M.
Dann existiert € > 0 und eine C'-Kurve

v: (—e,e) > MNV  mit y(0) = p und 7'(0) = w.

Nach eventueller Verkleinerung von e kénnen wir annehmen, dass v(t) € W fiir alle
t € (—¢,¢e) gilt. Wegen y(t) = ¥(p(y(t)) fir t € (—¢,¢) folgt dann

d

w="7'(0) = Erii

V(p(7(1)) = db(p(7(0)))de(7(0))5(0) = dip(zo)dp(p)w € Bild dip(zy).

]

Bemerkung 33.13. (a) Die Dimension einer nichtleeren Untermannigfaltigkeit M C
RY ist eindeutig bestimmt, da sie nach Satz 33.12 der Vektorraumdimension des
Tangentialraums 7, M in jedem Punkt p € M entspricht.

Randbemerkung: Die leere Menge @ C RY ist auch eine Untermannigfaltigkeit. Da-
mit die wesentlichen Sdtze giiltig bleiben, muss man thr alle Dimensionen gleichzeitig
zuordnen.

(b) Sei V C RY offen, f € C*(V) und M C V eine Untermannigfaltigkeit von RY.
Dann gilt fir alle p € M:

p kritischer Punkt von f[yy <= Vf(p) € N,M.

Dies folgt aus den Definition und Bemerkung 33.4 und Definition 33.10.

Satz 33.14 (Hauptsatz von Lagrange). Sei V. C RY offen, g € C*(V,R™) mit m < N
und M = g~(c) fiir einen requliren Wert c € g(V') von g. Dann gilt fiir p € M:

(a) T,M = Kerndg(p)
(b) N,M = span{Vgi(p). ..., Vgm(p)}.

(c) Ist f € CHV) gegeben, so ist p kritischer Punkt von f|y genau dann, wenn
Ay .oy Am € R existieren mit Vf(p) = MVai(p) + ... + A Vagm(p). Dies trifft
insbesondere dann zu, wenn p ein lokales Extremum von f|y ist.

Bemerkung: Die Zahlen A1, ..., A, heilen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. (a) und (b): Da die Funktionen g; € C*(V'), i =1,...,m auf M konstant sind,
folgt mit Satz 33.3

(Vgi(p),v) =0  firalleveT,M,i=1,...,m
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und somit auch

Es folgt daher

T,M C Kerndg(p)

<v.gl (p)7 U>
- = Ogm fir alle v € T,M.
(Vgm(p),v)
und Span{Vgl(p) .,ng(p)} C T,M+

= N, M.

Die Gleichheit folgt nun jeweils aus Dimensionsgriinden, denn: Nach Satz 33.7 und
Satz 33.12 ist dim7,M = N — m und somit dim N,M = m gemafl Definition und

Satz 33.9. Ferner ist

dim span{ Vg (p)

) ,ng(p)} = rang J,(p) = dim Bilddg(p) =

(da p ein reguldrer Punkt von g ist) und somit

dim Kerndg(p) =

N — dim Bild dg(p)

=N —m.

(c): Wegen Bemerkung 33.13(b) und (b) gilt:

p ist kritischer Punkt von f|y

—

Dies liefert die Behauptung.

Vf(p) € NyM = span{Vg:(p),...

) ng(p)}'

Beispiel 33.15 (Fortsetzung von Bemerkung und Beispiel 33.1). Sei V = R3, ¢ =
(0,0,1) € V, und seien f,g € C*(R?) definiert durch

2

flay.2) = |(1) —al,

Sei ferner M := g7!'(1) C R?. Da Vg(z,y,2) =

=2*+y*+ (2 — 1)

und  g(z,y,2) = 2"+ (

D6

(22,%,22)"7 # 0 fiir (2,y,2) # 0, also

insbesondere fir (z,y,z) € M, ist 1 ein regularer Wert von g. Wie schon in Bemerkung
und Beispiel 33.1 bemerkt, existiert p = (z,y,2) € M mit |p — q|s = dist(q, M), d.h.
p ist ein globales Minimum von f|y;. Im Folgenden bestimmen wir p und somit auch

dist(q, M).

Nach Satz 33.14 existiert ein Lagrange-Multiplikator A € R mit V f(p)

2x 2z
2y =A| y/2
2(z—1) 22/9 <
g(r,y,2) =1
LFall 220 % y=1 " g

damit f(z,y,2) =1— (2 )

(1) =

oI~ N

>

[ TN
Il

( (1_

—~
Ne R
>

)& =0
Yy =0
)2 =9

>

)6 -

= AVy(p), d. h.

(@
(1)
(111)

(V)

%. Aus (IV) folgt z = £4/1 — (%)2 und
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damit f(z,y,2) =4 (1 - (3)
3.Fall 2 =0=y & 1=(2)° dh z=43 Esfolgt f(z,5,2) = (z — 1)? = 4 falls
z=3und f(x,y,z) =16 falls z = —3.

Da p ein globales Minimum von f|y; ist, trifft nur Fall 1 zu; also wird dieses Minimum

genau in den Punkten (i—w 1— (2)2, 0, g) angenommen. Folglich ist

dist(q, M) =~/ f(p) = \/Z-

Beispiel 33.16. Sei M = {(z,y,2) €R* |2 +2y* =4 und 4z =3z}, und sei
f: R® — R definiert durch f(z,y,2) = x +y — z. Wir mochten die Funktion f|y,
auf globale Extrema untersuchen. Offensichtlich ist M abgeschlossen und beschrankt

(denn fiir (z,y,2) € M ist |z]> + [y[* < 5 und |z = §|z| < 34/4). Also ist M kompakt,
und somit werden die Werte maxy; f und miny, f angenommen. Ferner ist M eine eindi-
mensionale Untermannigfaltigkeit des R?, denn: Es ist M = g~ !(c) mit g € C'(R3, R?)

definiert durch g(x,y, z) = (it%yj) und ¢ = ('/?). Dabei gilt:

Jg(aj,y,z) = ( QZ 4Oy _03 ) hat Rang 2 <= x # 0 oder y # 0.
Also ist (x,y,2) € R3 genau dann ein kritischer Punkt von ¢, wenn z = y = 0 ist.
Insbesondere enthélt M keine kritischen Punkte von g, d.h. ¢ ist ein reguldrer Wert von
¢ und somit ist M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des R3, wie behauptet.

Ist nun (x,y,z) € M ein kritischer Punkt von f|, so existieren gemafl Satz 33.14
Lagrange-Multiplikatoren A, p € R mit

Vf(iC,y,Z) = )\Vgl(:c,y,z) + Mng(anyvz),

d.h.
1 , \ (D +4p=1  (I)
X

1) =x{ay]+ul o Py=1 (I
—1 0 -3 o —1=-3p (1)

11

11/2 2 92— =
( 0/ > = g(z,y,2) rrw=g )
| 42 —-32=0 (V).

Aus (III) folgt 1 = 3, und somit erhélt man aus (I) und (IT) nun A # 0 sowie z = —3

und y = ﬁ; insbesondere also y = —%:p. Die Bedingung (IV),
11 ) 9 1,1 1 11
i 2= —(—4+-)= —
y TU AW = ulG e T
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[\ [N}

liefert nun A = :I:% und somit x = +1. Unter Verwendung der Bedingungen y = —

und (V), z = 3z, erhilt man also folgende kritischen Punkte von f]y:

b1 = (17_272)7 p2:(_17;7_§)
Dabei ist f(p;) = —% und f(py) = %. Somit nimmt f|y in py das globale Maximum
mit dem Wert % und in p; das globale Minimum mit dem Wert —% an.

Anschaulich betrachtet ist M der Schnitt eines "Zylinders’ (in z-Richtung mit ellip-
senférmiger Basis) mit einer (schrig dazu stehenden) Ebene; also eine Ellipse im R3.
Man sieht leicht, dass eine lineare Funktion auf einer solchen Menge entweder konstant
ist oder genau zwei kritische Punkte hat, in denen sie das globale Minimum und das
globale Maximum annimmt. In dem vorliegenden Fall ist ferner M ursprungssymmetrisch
(p € M genau dann, wenn —p € M) und f als lineare Funktion ungerade; daher liegen
die kritischen Punkte ursprungssymmetrisch zueinander.

Satz 33.17. Sei T' € L(RY) symmetrisch. Dann existiert eine Orthonormalbasis von RY
aus Figenvektoren vy, ..., vy von T zu reellen Figenwerten Ay < Ay < -+ < Ay

Beweis. Sei f € CH(RY) definiert durch f(z) = (T'z,z). Aufgrund der Symmetrie von T
ist dann V f(z) = 2Tz fiir z € RY (Ubung).

Sei ferner g € C1(RY) definiert durch g(z) = |2|3 und M; := SN~ = g71(1) C RY die
Einheitssphare. Wir wissen bereits, dass 1 ein regulédrer Wert von f ist, da Vg(z) = 2z # 0
fiir € M, gilt. Da ferner M; kompakt und f stetig ist, existert ein v; € M; mit
f(v1) = miny, f. Gemaf Satz 33.14(c) existiert ferner A\; € R mit V f(v1) = A\ Vg(vy),
also 2Tv; = 2 vy, d.h. Tvy = A\jvy, wobei

Iﬁljlnf = f(v1) = (Tvy,v1) = (Avg,v1) = A

ist. Sei nun

My = {z € My | (z,v1) =0} =h™"((§))
mit h: RY — R2 h(z) = < oI > Fir x € M, sind Vhy(z) = 2z und Vhy(z) = 0

(z,v1)
orthogonal und somit linear unabhéngig, also ist () ein reguliarer Wert von h. Da M,
somit eine kompakte N — 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RV ist, existert

vg € My mit f(vy) = minyy, f; ferner existieren Lagrange-Multiplikatoren A, p1 € R mit
QTUQ = Vf(vg) = )\QVhl(Uz) + ,LLVhQ(Ug) = 2/\2?)2 + U7

Skalarproduktbildung mit vy liefert = 0 (da (272, v1) = 2(va, Tv1) = 2A1(ve,v1) = 0)
, und somit folgt Ty = Ayvy. Skalarproduktbildung mit ve liefert dann Ay = (T'wy, v9) =
f(ve) = miny, f > miny, f = Ay
Dieses Verfahren kann man fir £ = 1,..., N induktiv durch Minimierung von f auf
der Menge
My ={x e My |{(z,v;) =0 firj=1,...,k—1}

fortsetzen, und so erhélt man das gewiinschte Orthonormalsystem. O]
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Sucht man globale Extrema einer Funktion auf Mengen, die keine Untermannigfaltigkei-
ten darstellen, so zerlegt man die Mengen in offene Mengen und Untermannigfaltigkeiten
(falls moglich) und wendet dort jeweils den Satz von Lagrange an. Sei zum Beispiel
M = M; U Ms, wo M offen ist und My eine Untermannigfaltigkeit, dann ist ein lokales
Extremum auf M; U My auch jeweils ein lokales Extremum auf M; und Ms.

Beispiel 33.18. Sei B := {z € RV ||z| <1} und f € C*(V), wobei V eine offene
Umgebung von B sei (d.h. V' C RY ist offen und B C V). Da B kompakt und f
insbesondere stetig ist, nimmt f auf B ein globales Minimum und ein globales Maximum
an. Um diese Werte zu bestimmen, muss man Falle unterscheiden. Sei x € B ein globales
Extremum von f|p.

Ist || < 1, d.h. € B, so ist 2 auch ein globales Extremum von f|s, und es folgt
V/(z) = 0 gemiB Satz 28.4, da B C RV offen ist.

Ist |x| = 1 und somit z € SN~! := 9B, so ist x ein kritischer Punkt von f|gnv—1. In
diesem Fall existiert A € R mit Vf(z) = A\Vg(z) = 2A\z mit g € C*(RY) definiert durch
g(z) = |z|?. Dies folgt aus Satz 33.14, da 1 ein regulirer Wert von g ist.

Sei z.B. speziell N =2 und

f:R* =R, f(r)=92— 42,25 + 623.

In diesem Fall ist

f(x) = (Tz,x) fir x € R? mit T= ( _g _2 ) € R¥2,
Die Eigenwerte von 7' sind A; = 5 und Ay = 10; zugehodrige normierte Eigenvektoren
sind v; = \/%(1, 2)T und vy = \/% (2,—1)T. Insbesondere ist T invertierbar. Ferner ist
Vf(xz) =2Tz fir x € R% Somit ist (0,0) der einzige kritische Punkt von f|g.

Ferner sind die kritischen Punkte von f|gv-1 genau die normierten Eigenvektoren
+vy, vy von T, wobei f(fv;) = Ay = 5 und f(dwvy) = Ay = 10 gilt. Es folgt, dass
die Funktion f in +wv, ihr globales Maximum 10 und in (0, 0) ihr globales Minimum 0
annimmt.

231



34. Mengenringe und Inhalte

Inhalt des letzten Teil der Vorlesung sind die Grundlagen der Mafitheorie. Die Mafitheorie
stellt das Fundament der Integrationstheorie, der Stochastik und auch mancher Bereiche in
der theoretischen Physik (u.a. Quantenmechanik) dar. Das Grundproblem der Maftheorie
ist es, Teilmengen A einer gegebenen Menge (2 in verntinftiger Weise eine Mafzahl 1(A)
zuzuordnen. Diese MaBzahl kann z.B. ein Ma#8 fiir die Gréfle (d.h. das Volumen) der Menge
darstellen. Ist Q2 ein Wahrscheinlichkeitsraum (d.h. die Elemente von €2 reprasentieren
die moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments), so ist die relevante Mafi von A die
Wahrscheinlichkeit, mit der ein Ereignis aus A eintritt (in diesem Fall schreibt man dann
P(A) anstelle von p(A)).

Auf den ersten Blick scheint es erstrebenswert, die Funktion p (bzw. P) auf der
gesamten Potenzmenge P(Q) zu definieren. Dies ist allerdings nicht immer moglich, ohne
dabei wichtige Eigenschaften von p zu verlieren. Daher ist es wichtig, Mengensysteme
in P(2) zu untersuchen, welche sich ,messen lassen“, d.h. welche einen verniinftigen
Definitionsbereich fiir p (bzw. P) darstellen. In der Stochastik wird noch ein weiterer
natiirlicher Grund auftauchen, sich auf Mengenteilsysteme von {2 zu beschranken; diese
sind geeignet, den Stand der verfiigharen Information wiederzuspiegeln.

Fiir die Analysis ist die wichtigste Grundmenge der euklidische Raum = RV, Es ist
natiirlich, (halboffenen) Quadern

]:(al,bl]x...x(aN,bN]gRN mltang, fur2:1,,N

das Volumen vol(I) := (by — ay) ... (by, an) zuzuordnen. Die natiirliche Frage ist, auf
welche Teilmengen von €2 man diesen Volumenbegriff sinnvoll erweitern kann.

Es ist ntitzlich, zunéchst ,,Rechenregeln mit Unendlich“ zu vereinbaren: Im Folgenden
sei R = RU {#+00}.

(a) Wir vereinbaren folgende Rechenregeln in R:

atoo:=x00 VaelR

00+ 00 =00, —00 — Q0 = —X
+oo fiira>0

a-(£o00): =4 Foo fira<0
0 fir a = 0.

Nicht definiert ist allerdings oo — oo.

(b) Wir definieren a < oo fiir alle a € RU {—o00} und a > —oo fiir alle a € RU {oc0}.
Ferner sei |£oo| := 0.
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(c) Fiur A C R setzen wir

00, falls co € A
sup A :=

sup(A\ {—o0}), fallsco ¢ A
f A d O falls —oc0c € A

inf(A\ {o0}), falls —co¢g A

(d) Ist (ax)x eine Folge in R, so sei

lim infy_, o ay := sup,ey infr>k ay,
lim sup,,_, o a; := infen SUPp >k Gn-

Wie frither folgt liminfy . ar < limsup,_, . ax. Bei Gleichheit schreiben wir
limy,_, o ay fir den gemeinsamenen Wert.

(e) Ist (ax)x eine Folge in [0, 00}, so setzen wir

0 k
Zak = ]}LngoZaj € [0, oc.
k=1 j=1

Diese Summe nimmt bereits dann den Wert oo an, wenn eines der a; = oo ist.
Mit dieser Definition gilt der

Satz 34.1 (Doppelreihensatz fiir nichtnegative Summanden). Sind a;; € [0,00] fiir
1,7 € Ny, so ist

(34.1) Z Z%‘ = Z Z%‘ = g,

wobei p: Ng — Ny x Ny eine beliebige Abzihlung sei. Da die Art und Weise der Auf-
summierung also keine Rolle spielt, schreiben wir manchmal einfach Zi,jeNO a;; fir die
Summen in (34.1).

Beweis. Den Fall, wo 3, ; a;; summierbar ist, haben wir schon im Satz 18.25 bewiesen.
Sei nun also ), ; @5 nicht summierbar. Far beliebiges M > 0 existiert dann n € Ny mit

Es folgt
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Ferner existiert K € Ny, so dass {1,2,...,n} x {1,2,...,n} C{p(k) |k € Ny, k < K}

gilt. Es folgt
0o K n n
D aopy =D agey =D iy = M.
k=0 k=0

i=0 j=0
Da M > 0 beliebig war, gilt in (34.1) Gleichheit, und der Wert ist oo. O
Im Folgenden sei €2 eine beliebige Menge und P(2) die Potenzmenge.

Definition 34.2. (a) Ein System R C P(2) von Teilmengen von € heifit Mengenring
auf Q0 (oder kurz: Ring auf ), wenn gilt:

(i) @ € R;
(ii) A BeR= A\ BeR,;
(ili) A BeR= AUB€cR.
(b) Eine Funktion p: R — [0, 00] auf R nennt man Inhalt auf R, wenn gilt:

(i) u(@) =0
(i) (AU B) = u(A) + u(B), falls A, B € R disjunkte Mengen sind.

(c) Ein Inhalt g auf R heifit
o endlich, falls u(A) < oo fiir alle A € R gilt.

e o-endlich, wenn es eine Folge von Mengen (2, € R gibt mit

U Q, =Q und p1(2,,) < oo fir alle m € N.

meN

o o-additiv, wenn fir jede Folge von (paarweise) disjunkten Mengen Ay € R,
k € N, deren Vereinigung A := | J,-, Ay, ebenfalls in R liegt, gilt:

u(A) = 3 Ay,

Ein o-additiver Inhalt heifit Pramafs.

Beispiel 34.3. Die Potenzmenge P({2) ist selbst ein Ring auf €. Sei a € ). Dann ist ein
(endlicher und o-additiver) Inhalt auf P(Q2) gegeben durch

pu(A) = {(1)7 Z ; j’ (Diracmays)

Ist allgemeiner Ay C € eine feste Teilmenge, so ist ein (o-additiver) Inhalt auf P(2)
definiert durch

(A4) = Anzahl der Elemente von A N Ag, falls AN Ag endlich;
a ) oo, falls AN Ag nicht endlich.
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Fiir diesen Inhalt gilt offensichlich:

1 endlich = Ag endlich
p o-endlich = Ap hochstens abzahlbar

Ist Ag = Q und diese Menge hochstens abzahlbar, so nennt man p das Zdhlmaf auf €.

Bemerkung 34.4. Sei R ein Ring auf Q und p: R — [0, 00] ein Inhalt auf R. Dann
gilt:

(a) Mit A,Be Ristauch ANB=A\(A\B) € R.

(b) p ist monoton, d.h. fir A,B € R mit A C B gilt u(A) < u(B). Dies folgt, da
n(B) = p(A) + p(B\ A) mit u(B\ A) = 0.

(c¢) Sind A, B € R, so gilt
(AU B) + (AN B) = p(A) + u(B)  (Ubung!)
Falls u(A N B) < oo ist, kann man dies auch in der Form
W(AU B) = u(A) + u(B) — (A B)
schreiben.

(d) Fir Al,...,AT eER gllt

u(Ul Ai) < ;M(Ai)' (Ubung!)

Hierbei gilt Gleichheit, falls die A; disjunkt sind. Dies folgt z.B. induktiv aus (c).

Wir verwenden folgende praktische Schreibweisen: Ist (A,, ), eine Folge von Teilmengen
von €2 und A C €2, so schreiben wir

e A, TA falls A4, C A4y fir m € Nund A :=J A, gilt;

meN

e A, l A falls A, D Apyq fir m € Nund A=) A, gilt.

meN

Satz und Definition 34.5. Sei R ein Ring auf Q und p: R — [0, 00| ein Inhalt auf R.
Dann sind dquivalent:

(i) p ist o-additiv, also ein Pramap.

(ii) p ist o-subadditiv, d.h. fir jede Folge von Mengen Ay € R, k € N mit A :=
UrZs A € R gilt p(A) < 3572 p(Ap).

(iii) p st stetig von unten, d.h. fir jede Folge von Mengen A, € R, m € N mit
An T AER gilt p(A) = limy, o0 1(As)-
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Beweis. (i) = (iii)“: Seien A, A,,, m € N wie in (iii) gegeben. Sei ferner B; := A; und
By = A\ Ay fir £ > 2. Dann ist A,, die disjunkte Vereinigung der By, ..., B, fir
m € N und A die disjunkte Vereinigung aller By, k € N. Nach Voraussetzung gilt somit

;u (By) —n}g{lmz;t Bi) = lim p(Ap).

,»(ill) = (ii)*“: Seien A, Ax, k € N wie in (ii) gegeben. Sei ferner B,, := A; U---U A,,
fir m € N; dann gilt B, T A. Nach Voraussetzung und Bemerkung 34.4(d) ist dann

m—o0 m—o0

W(A) = lim p(By) < lim > pu(Ar) = > p(A).

,(ii) = (i)“: Sind A; € R, k € N disjunkte Mengen und ist A := [J, .y Ax € R, s0
gilt aufgrund von Bemerkung 34.4(b) und (d)

> ,u(U A;) = ZM(Ai) fiir jedes r > 1.
i=1 i=1

Durch Grenziibergang r — oo folgt p(A) > > 07, p(A;) und somit Gleichheit nach
Voraussetzung. ]

Definition 34.6. (a) Fiir a,b € RY schreiben wir (a,b] := (a1, b1] X ... x (ay, by] und
nennen [ := (a, b] einen (halboffenen) Quader. Die Zahl

falls b; < a; fureini (d.h. [ =9)

vol(I) := {(bl —a1)...(by —ay), fallsb; > a; fir alle
heifit Volumen von I.
(b) Die Menge aller halboffenen Quader im RY bezeichnen wir mit Q.

(c) Die Menge aller endlichen Vereinigungen von halboffenen Quadern im RY bezeich-
nen wir mit R(Qy).

Bemerkung 34.7. Sind I, J € Quy, soist auch I NJ € Qx.

Beweis. Ist I = (a,b] und J = (¢, d] mit a,b,c,d € RV soist INJ = (z,y] mit z,y € RN
gegeben durch z; = max{a;, ¢;}, y; = min{b;,d;},i=1,...,n. ]

Satz 34.8. (a) R(Qy) ist ein Ring auf RY.

(b) Jedes Element von R(Q ) ldsst sich als endliche disjunkte Vereinigung von Quadern
schreiben.
Um dies zu beweisen, benotigen wir folgenden
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Hilfssatz 34.9. Seien I,11,...,I; € Qn. Dann ldsst sich I\ (I; U...UI) als endliche
disjunkte Vereinigung von Quadern schreiben.

Beweis. Wir betrachten zunachst den Spezialfall £ = 1 und schreiben J anstelle von I;.
Wir zeigen also:

(34.3) I1,J €Qp = I'\ J ist endliche disjunkte Vereinigung von Quadern.

Ohne Einschrankung ist dabei J C I; sonst kann man J unter Beachtung von Bemer-
kung 34.7 durch J N I ersetzen.

Wir schreiben dazu I = (a,b], J = (a/, V'] mit a,a’,b,b' € RN, wobei a; < a} < b <b;
fir j =1,..., N gelte. Ferner setzen wir

I} = (aj,ds], I7:=(d},b] und I} := (b, b)] fuir j=1,...,N.

J J J

Mit M := {1,2,3}" lisst sich dann I als disjunkte Quadervereinigung

I=J R x-xI¥
veM

schreiben. Ferner ist J = I7 x -+ x I% und somit

INT= |J I'x-xIy

eine disjunkte Vereinigung von 3% — 1 Quadern (von denen einige die leere Menge sein
kénnen). Es folgt also (34.3).

Nun beweisen wir die Behauptung des Satzes per Induktion nach k. Der Fall £ = 1 ist
bereits erledigt.

ok > 1% Nach Induktionsannahme ist

IN(LHU...Ul1)=J1U...UJ, mit disjunkten J; € Qy.
Also hat man die disjunkte Vereinigung
IN(LU...UL) =L U... U\ I =L\ ] U...U[J,\ I

wobei sich jede der Mengen auf der rechten Seite geméaf (34.3) wiederum als endliche
disjunkte Quadervereinigung schreiben lasst. Also ldsst sich auch I\ (I; U...U [}) als
endliche disjunkte Quadervereinigung schreiben, wie behauptet. O

Beweis von Satz 34.8. (a): Als einzige nichttriviale Eigenschaft ist zu zeigen:
A,B € R(Qn) = A\ B € R(Qn).

Dies folgt direkt aus Hilfssatz 34.9, wenn A € @y ist. Im allgemeinen Fall schreiben wir
A als endliche Quadervereinigung A = A; U---U A,. Dann ist

A\B=A\BU---UA,\ B€R(Qn).
N—— N——

ER(QN) ER(QN)
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(b): Sei A = A U... A, € R(Qy) mit Quadern A;. Dies lésst sich also disjunkte
Vereinigung

A=A U[A\ A JU[A3\ (ALUA)|]U---U[A \ (A U---UA, )]

schreiben, wobei jeder der Summanden auf der rechten Seite gemafl Hilfssatz 34.9 eine
disjunkte Quadervereinigung ist. Die Behauptung folgt. m

Bemerkung 34.10. Ist A € Qn und € > 0 gegeben, so existieren B, (' € (Jy mit
BCACC und

vol(B) > (1 —¢) vol(A), vol(C) < (1 +¢) vol(A).

Beweis. Sei A := (a,b] mit a,b € RY, und sei a5 := (a1 +6,...,ay + J) und bs :=
(by +9,...,by + 6) fir 6 > 0. Sei ferner Bs; := (as,b] und Cs5 := (a,bs]. Dann ist
Bs C A C Cy fiir 6 > 0, und es gilt vol(By) — vol(A), vol(Cy) — vol(A) fiir § — 0. Zu
gegeben € > 0 existiert also 0 > 0 so, dass die Behauptung fiir B := Bs und C := Cj
gilt. [

Definition und Satz 34.11. Fir A € R(Qn) definieren wir

(34.4) AMA) = ZVOI(A,-), falls A = U A; mit disjunkten A; € Qn.
i=1

=1

Dann ist A: R(Qn) — [0,00) ein wohldefinierter, o-endlicher und o-additiver Inhalt auf
R(Qn), also insbesondere ein Praimafl auf R(Qn).

Beweis. Es ist klar, dass A\ die Eigenschaften eines Inhaltes hat, wenn A\ wohldefiniert ist.

Zu zeigen ist also:
Ist A=J_, Ai = szl B; mit jeweils disjunkten Ai, ..., A, € Qn bzw. By,...,Bs €
Qn, so ist

(34.5) Zvol(Ai) = Zvol(Bj).

Dies ist anschaulich einleuchtend, erfordert aber einen etwas technischen Beweis. Wir
verweisen an dieser Stelle auf O. Forster, Analysis 3, 6. Auflage, S. 18, Hilfssatz 1.
Zur o-Endlichkeit von \: Diese folgt, da

RN:U(—m,ﬁ”L] mit m = (m,m,...,m) € RY fir m € N,

m=1

wobei A((—m,m]) = (2m)N < oo ist fiir alle m € N.
Zur o-Additivitdt von A: Es reicht geméafl Bemerkung 34.4 zu zeigen, dass A o-subadditiv
ist. Seien also Ay € R(Qn), k € N derart gegeben, dass Ay := ;- Ar € R(Qn) ist.
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Sei ferner € > 0 beliebig. Unter Verwendung von Bemerkung 34.10 kénnen wir dann
By, Cr, € R(Qn), k € Ny so wahlen, dass By C Ay C (% und

A Bg) > (1 —e)\(Ap), AMCk) < (14 2)A(Ag).

gilt. Insbesondere gilt By C Ure, Co‘k, und da By kompakt ist, folgt

BOQEOQUékQUCk fir ein m € N.
k=1 k=1
Somit gilt
m Bemerkung 34.4(d) m ©
A(Bo) < A(|J Cx) < AMCr) < (142) ) MA) < (L+2) > AAp).
k=1 k=1 k=1 k=1
Es folgt
1 l+ew
AMAp) < AN Byp) < A(Ag).
(o) £ TN B) < T2 3o MY
Da e > 0 beliebig gewdhlt war, folgt A(Ag) < >_p2, A(Ax), also die o-Subadditivitat von
A O
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35. MaBerweiterung

Im Folgenden sei stets €2 ein Menge, R ein Ring auf {2 und p ein g-endlicher und o-
additiver Inhalt auf R, insbesondere also ein Pramaf}. Als Standardbeispiel sollte man
Q) = RY und den von den Quadern erzeugten Mengenring R(Qy) vor Augen haben. Hier
stellt sich z.B. die Frage, inwieweit man den in Definition und Satz 34.11 definierten
Inhalt auf abzahlbare Vereinigungen von Quadern erweitern kann.

Definition und Satz 35.1. (a) Mit R" bezeichnen wir im Folgenden das System aller
Teilmengen A C Q, welche sich als abzihlbare Vereinigung von Mengen Aj, € R,
k € N schreiben lassen. Dabei kann ohne Einschrinkung alternativ einer der beiden
folgenden Fdlle angenommen werden.:

e AuNAj =0 firk,jeN, k+#j.

(b) Fir A e R setzen wir

(35.1) p(A) = lim p(Ay) € [0, 00]

—00
falls A T A mit Ay € R, k € N. Dies liefert eine wohldefinierte Fortsetzung von
pw: R —[0,00] auf RT.

Beweis. (a): Sei A =Ji2, By, € R mit By, € R fiir k € N. Mit A, = JI_, By € R fiir
k € N gilt dann Ay T A. Setzt man andererseits A; := By und Ay := By \ [B1U... B_1],
so ist A die disjunkte Vereinigung der Mengen Ay, k € N.
(b): Aufgrund der Monotonie von p existiert der Grenzwert in (35.1) in [0, 0o]. Sei
nun A € R mit
AL T A und AT A

fiir gewisse Ay, A}, € R, k € N. Zur Wohldefiniertheit von p auf RT miissen wir zeigen:
(35.2) lim pu(Ag) = lim p(Ay).
k—oo k—oo

Fiir festes k£ € N erhalten wir dabei wegen der Stetigkeit von p von unten (Satz und

Definition 34.5)
1(Ax) = lim p(Ap N A}) < lim p(A)).
j—o0 j—00
Es folgt
lim p(Ae) < lim p(4y),

k—o00
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und die umgekehrte Ungleichung erhdlt man analog. Es folgt (35.2) und somit die
Wohldefiniertheit von p.

Ferner ist offensichtlich R C R', und fiir jedes A € R gilt A, T A mit A4, = A fiir
k € N. Also stimmt die Definition von p(A) in (35.1) mit der bisherigen Definition von
w fur A € R iiberein, d.h. die Definition (35.1) liefert tatsichlich eine Fortsetzung von

I

]

Bemerkung 35.2. (a) Da p als o-endlich vorausgesetzt ist, ist Q € RT.

(b)

(c)

w ist o-additiv: Ist A = [J;2; Ax € R" mit disjunkten Mengen Ay € R, k € N, so
folgt

k—00

k 00
p(A) = lim p(A U U Ay) = A}ggoz;u(flj) — ;N(Ak
p -

w ist monoton auf R, d.h. fir A, B € RT mit A C B gilt u(A) < u(B).

Gilt ndmlich Ay T A, By T B mit Ay, Br € R, so folgt aus A C B auch [A,UBg] T B.
Ferner gilt u(Ay) < pu(Ag U By) fiir festes k wegen der Monotonie von i, und somit

u(A) = lim p(Ay) < lim (A, U By) = u(B).
k—00 k—00

p ist o-subadditiv: Sind By € R fiir k € N, so ist auch B :=J,-, By € R, und

es gilt
<> u(By)

k=1
Dies sieht man so: Fiir jedes k € N gilt Az, 1 By fir £ — oo mit gewissen Ay, € R,
¢ € N. Mit

VA
Cg::UAMER fir / € N

k=1
gilt dann C, 1 B fiir £ — oo. Wegen Bemerkung 34.4(d) ist ferner

CESZ Augz fiir £ € N

und somit

u(B) = hm u(Ce) < Z
k=1

Mit A, B € R"ist auch AN B € R, denn:

IStAkTA, BkTBmitAk,BkER, SoistAkﬂBkERfﬁrkGNundAkﬂBkT
ANB.

Ist A€ R" und B € R, so ist auch A\ B € R'. Dies gilt i.A. nicht, falls nur
B € R vorausgesetzt wird. Demnach ist R" im Allgemeinen kein Ring.
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(g) Im Spezialfall R = R(Qy) kann man die Elemente von R als abzihlbare disjunkte
Vereinigung von Quadern schreiben.

(h) Nachtrag (3.2.2015): Sind A, B € R" disjunkt, so ist u(AU B) = u(A) + u(B),
denn: Gilt A, 1 A, B 1 B mit Ay, Br, € R, so ist die Vereinigung A, U B, fiir alle
k disjunkt und es gilt Ay U By T AU B. Somit folgt

AU B) = lim (AU By) = lim [u(Ag) + p(By)]
= lim p(Ay) + lim p(By) = p(A) + p(B).

k—o0 k—o0

Satz 35.3. Ist D C RY offen, so ist D € R(Qn)".

Beweis. Sei @ C Qn die Menge der in D enthaltenen Quader (a, b] mit a,b € Q. Diese
Menge ist abzihlbar, da Q und somit auch Q¥ abzahlbar ist. Es reicht also, zu zeigen:

(35.3) D=|]JI
IeQ

Die Inklusion ,, 0% ist dabei trivial. Sei nun « € D. Da D offen ist, existiert m € N
derart, dass y € D fiir alle y € RY mit |z — y|e < % Fir i = 1,..., N wéahlen wir

1 1
nun y; € QN [:UZ — —,xi) und setzen z; := y; + —. Dann liegen y = (y1,...,yn)
m m

und z = (z1,...2y) in QV, und es gilt € (y,z] € D. Es folgt (y,2] € Q und somit
z € Upeg - Es folgt (35.3). O

Definition 35.4. Eine Funktion x: P(Q2) — [0, o] heifit dufieres Mafs auf €2, wenn gilt:
(a) x(2) =0.
(b) Sind A, A, CQ, k € Nmit A C |J;—, A, so ist

X(A) <) x(Ap).

Man beachte, dass x dann auch monoton und o-subadditiv ist.

Definition und Satz 35.5. Sei wie bisher u ein o-endliches Pramaf auf einem Ring R
auf Q, welches gemdf Definition und Satz 35.1 auf R' fortgesetzt wird. Wir definieren
W P(2) — [0, 00] durch

1 (A) = inf{u(D) | D € R",A C D}.

Dann ist pu* ein duferes Mafy auf 0, und fir A € R gilt u(A) = p*(A). Man nennt u*
das von p induzierte d&uflere Maf3 auf 2.
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Beweis. Offensichtlich ist (@) =0, da @ € R C RT ist.
Seien nun A, Ay, € Q, k € Nmit A C |J;~, Ay, und sei € > 0. Zu zeigen ist

(35.4) WA < S (A,

k=1

Nach Definition von p*(Ay) existieren Dy, € R" mit A, C Dy, und p(Dy) < p*(Ax) + %
fiir k € N. Dann ist auch A C D :=J;2, Dy € RT, und wegen der Definition von x* und
der o-Subadditivitdt von p (Bemerkung 35.2(d)) gilt also

WH(A) < (D) < (D) < 0 (WA + 57) = Do w(A) + e

Da ¢ > 0 beliebig gewéhlt war, folgt (35.4). Somit ist u* ein dufleres Mafl auf €.
Sei nun A € R'. Fiir D € RT mit A C D gilt u(A) < pu(D) wegen der Monotonie von
p (Bemerkung 35.2(c)). Es folgt

p*(A) = inf{u(D) | D € R",AC D} =min{u(D) | D e R",AC D} = u(4). O

Bemerkung 35.6. (a) Die o-Endlichkeit von p benétigt man in Definition und Satz 35.5
nicht unbedingt. Ohne diese Voraussetzung kann es allerdings passieren, dass fiir
manche A C Q in der Definition von p*(A) das Infimum der leeren Menge betrachtet
wird; dies liefert dann p*(A) = oo.

(b) In der Situation von Definition und Satz 35.5 lasst sich u* auch direkt iber Mengen
in R charakterisieren; es gilt

() = inf{fjumk)

k=1

AL €R firkeN,AC UAk} fiir A C Q.
A=1

Dies sieht man wie folgt: ,<“: Sind 4, € R fir k € Nmit A C (J-, Ay =: D € R,
so ist

W) < p(D) < 3 p(Ay)

nach Definition von p* und weil p o-ubadditiv ist (Bemerkung 35.2(d)). ,>*
Jedes D € R' lasst sich als abzdhlbare disjunkte Vereinigung D := |J=, Ay
mit A, € R schreiben, und dabei gilt p(D) = > 77| u(Ax), weil g o-additiv ist
(Bemerkung 35.2(b)). Es folgt also

p*(A) =inf{u(D) | De R",AC D} > inf{z w(Ayg)

k=1

ALeR,AC GAk}’

k=1

wie behauptet.
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(c)

Betrachtet man den Spezialfall Q = RY, R = R(Qy) und p = A, so nennt man
das von \ induzierte duflere Mafl \* auf RY das duflere Lebesquemafs. Dieses lisst
sich direkt durch Quaderiiberdeckungen charakterisieren; man hat:

A(A) = inf{ f: vol(I},)

k=1

I,€Qy firkeN,AC Ulk} fir A C RV,
k=1

Dies folgt aus (b) und der Tatsache, dass sich jedes A € R(Qy) als endliche
disjunkte Quadervereinigung schreiben lésst, vgl. Satz 34.8.

In der Situation von Definition und Satz 35.5 ist p* im Allgemeinen nicht mehr
additiv. Dazu folgendes Beispiel: Sei 2 = R; R = {&,R} und p: R — [0,00)
definiert durch p(2) = 0 und p(R) = 1, so gilt (Ubung):

(i) R ist ein Ring auf R;

(ii) p ist ein o-endliches Pramaf auf R.

(iii) Das von p erzeugte auBere MaB p*: P(R) — [0, oo] erfiillt p*(A) =1 fiir alle
ACR, A# @ und ist somit nicht additiv.

Das duflere Lebesguemafl \*: P(RY) — [0, oo] ist ebenfalls nicht additiv, aber dies

kann man nur mit Hilfe des Auswahlaxioms beweisen. Es ist daher notig, sich wieder

auf Mengenteilsysteme einzuschranken, um die o-Additivitat zuriickzugewinnen.

Dies fithrt auf folgende Definition.

Definition 35.7. (a) Ein System M C P(Q2) von Teilmengen von €2 heifit o-Algebra

(b)

auf €2, wenn gilt:
(i) e M
(i) Ae M= A°=Q\AeM
(iii) Ay e M, ke N=|J2, Ay e M
Das Paar (2, M) nennt man dann Messraum oder messbarer Raum.

Eine Abbildung p: M — [0, 0o| auf einer o-Algebra M heifit Maf5, wenn gilt:

(i) p(@) =0
(ii) Sind Ay € M, k € N disjunkt, so gilt

1 (U Ak> = Z w(Ay)  (o-Additivitat)
k=1 k=1

Das Tripel (2, M, 1) nennt man dann MafSraum.

Bemerkungen und Beispiele 35.8. (a) Ist M eine o-Algebra auf €2 und sind A €

M, k € N| so ist auch
(A =0\ [ A e M.
k=1 k=1
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(b) Eine o-Algebra M auf € ist auch ein Ring auf €, denn mit A, B € M ist auch
A\B=ANB"e M.

Die Umkehrung gilt nicht; z.B. ist R(Qy) ein Ring auf RY, aber keine o-Algebra auf
RY. Jedes Maf} auf M ist auch ein Inhalt auf M, denn in Definition 35.7(b)(ii) kann
die abzéhlbare Vereinigung effektiv aus zwei disjunkten Mengen A;, As bestehen,

indem man A, = @ fiir k > 3 setzt.
(c) Die Mengensysteme {&, 2} und P(€2) sind o-Algebren auf €.

(d) Ist I eine Indexmenge und M;, i € I eine Familie von o-Algebren auf €2, so ist
auch
M = ﬂ Mz
iel
eine o-Algebra.

(e) Hat ein Mengensystem M C P(€2) die Eigenschaften Definition 35.7(a)(i) und (ii)

und gilt

(35.5) AABeM = ANBeM

sowie

(35.6) Ay € M, k€ Ndisjunkt = | J A, e M,

k=1

so ist M bereits eine o-Algebra, d.h. es gilt auch Definition 35.7(a)(iii). Dies sieht
man so:

Zunéchst ist mit B,C € M dann auch B\ C = BN [Q\ C] € M. Zu zeigen ist
A =2, By € M fiir beliebige B, € M, k € N. In (35.6) kann auch eine endliche
Anzahl disjunkter Teilmengen stehen, indem wir A, = @ fiir fast alle k setzen.
Seien nun A; := Bj sowie Ay = By \[B1U---U By_4] fiir k > 2; dann folgt induktiv
Ay € M und

Ak:Bk\[AlLJUAk,l] EM furkGN

J/

disj. Ve;ginigung
Also ist A als disjunkte Vereinigung der Ay, k € N auch in M.

Definition und Bemerkung 35.9. (a) Ist 7 C P(2) ein beliebiges System von
Teilmengen, so ist der Schnitt aller o-Algebren, welche T enthalten, geméfi Bemer-
kungen und Beispiele 35.8(d) wieder eine o-Algebra. Diese bezeichnen wir mit (7)7
und nennen sie die von T erzeugte o-Algebra.

(b) Ist R ein Mengenring auf €, so ist RT C (R)?. R ist aber im Allgemeinen keine
o-Algebra.
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(c) Sei Q ein metrischer Raum und U das System der offenen Teilmengen U von (2.
Dann nennt man B(Q2) := (U)? die Borelsche o-Algebra (kurz: Borel-Algebra) auf
Q). Diese enthélt offensichtlich auch alle abgeschlossenen Teilmengen von ). Die
Mengen in B(2) heilen Borelsche Teilmengen von Q2 (kurz: Borelmengen). Ein auf
B(2) definiertes Maf3 heiit Borelmaf auf .

Vorsicht: In Teilen der Literatur wird bei einem Borelmafl pz noch zusétzlich die
Eigenschaft verlangt, dass jeder Punkt in €2 eine offene Umgebung U besitzt mit
wu(U) < oo. Wir verzichten auf diese Forderung.

(d) Die Borel-Algebra B(RY) auf R wird erzeugt vom System der halboffenen Quader
auf RY, d.h,

BRY) = (Qn)".
Beweis: Da sich jeder halboffene Quader im RY als Schnitt eines offenen und
eines abgeschlossenen Quaders schreiben lisst, folgt Qn C B(RY) und damit
(Qn)° C B(RY). Umgekehrt liegt jede offene Teilmenge U des RY in (Qy)7, da sie

sich geméafl Satz 35.3 als abzéhlbare Vereinigung von halboffenen Quadern schreiben
lasst. Damit folgt B(RY) C (Qn)°.

(e) Es gilt B(RY) # P(RY), aber dies ist nicht offensichtlich. Man benétigt das
Auswahlaxiom, um dies zu zeigen.

Hilfssatz 35.10. Sei (2, M, ) ein MafSraum und seien A, A, € M fir k € N.

(a) Gilt Ax T A fiir k — oo, so folgt n(A) = limg_,o p(Ag). Mit anderen Worten ist p
stetig von unten.

(b) Gilt A, | A fiir k — oo und ist u(A;) < oo, so folgt (A) = limy_0o pu(Ag). Mit
anderen Worten ist i stetig von oben.

Beweis. (a): Dies folgt bereits aus Satz und Definition 34.5.
(b): Ubung. O

Definition und Bemerkung 35.11. Ist (2, M, u1) ein Mafiraum, so kann man analog zu
Definition und Satz 35.5 das von u induzierte dulere Mafl p*: P(Q2) — [0, oo definieren
durch

(35.7) p*(A) =inf{u(D)| D e M, AC D} fir A C Q.

Die Eigenschaften eines aufleren Mafles rechnet man exakt genauso nach wie in Definition
und Satz 35.5, und aufgrund der Monotonie gilt auch p*(A) = u(A) fir A € M.

Man beachte, dass wegen 2 € M die Menge {...} in (35.7) stets nichtleer ist. Somit
muss man auch nicht verlangen, dass p o-endlich ist.

Definition und Satz 35.12. Sei x ein dufleres Majf§ auf Q). Wir nennen eine Teilmenge
A von €2 messbar bzgl. x (bzw. y-messbar), wenn gilt:

X(Z)=x(ZNA) +x(Z\A) fir alle Z € P(Q).
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Dann gilt: Die Klasse M C P(QQ) der x-messbaren Teilmengen ist eine o-Algebra, und
die Finschrinkung von x auf M ist ein Majs.

Man beachte: Die Ungleichung x(Z) < x(Z N A)+ x(Z \ A) gilt fiir beliebige Mengen
A, Z CQ als Folge der Subadditivitit eines dufSeren Mafes.

Beweis. (a) Esist @ € M, da x(Z2) = x(@) +x(Z) =x(ZN @)+ x(Z \ @) fur alle
Z € P(Q) gilt.

(b) Sei A € M. Dann ist auch das Komplement A¢:=Q\ A € M, denn fiir beliebiges
Z CQ gilt

X(Z2) =x(ZNA) +x(Z\ A) = x(Z \ A%) + x(Z N A%).

(c) Behauptung 1: Sind A, B € M, so ist auch AN B € M. Sei dazu Z € P(Q)
beliebig. Wegen A € M und B € M ist

X(2) =x(Z0A) +x(Z\A) =x(ZNANB)+x(ZNA)\ B) + x(£\ A)
>Xx(ZNANB)+x(Z\ (AN B)),

wegen

ZNAU(ZNANB=ZN(A°U(ANB°))=2ZnN(A°U(B°\ A%))
=ZN(A°UB%)=Z~(ANDB)

und der Subadditivitit. ,<* gilt sowieso, also folgt AN B € M. Aus (b) und (c),
Behauptung 1 folgt

Behauptung 2: Sind A, B € M, so auch AU B = Q\ (A°N B°). Sind ferner A
und B disjunkt, so gilt

X(ZN(AUB))=x(ZNA)+x(ZnNB) fir alle Z € P(Q).

Letztere Gleichheit folgt, da mit Z' := Z N (A U B) entsprechend der Definition
der Messbarkeit von A und B C A€ folgt:

X(Z2) =x(Z'"0A) +x(Z'\ A) = x(ZN A) + x(ZN B).

Behauptung 3: Sind A, € M, k € N disjunkt, so ist A := [J, oy Ax € M, und es
gilt

(35.8) X(ZNA) =) x(ZnA) fiir alle Z € P(Q).
k=1

Dies sieht man so: Wegen Behauptung 2 ist x(Z N U, 4x) = > ope, X(Z N Ay).
Mit der Monotonie von y folgt

X(2) :X<kaq,4k> +X(Z\IQAk> > iX(ZﬂAk)JrX(Z\A) fiir m € N.
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Durch Grenziibergang m — oo erhalten wir

X(2) 2> X(ZNA) +x(Z\A) = x(ZNA) +x(Z\ 4) > x(2)

mit Hilfe der o-Subadditivitat von y. Also gilt iiberall Gleichheit, und dies zeigt
Behauptung 3.

Schluss des Beweises: Die o-Algebren-Eigenschaften von M folgen aus (b), (c)
und den obigen Behauptungen 1 und 3 unter Beriicksichtigung von Bemerkungen und
Beispiele 35.8(e). Die o-Additivitat von y auf M folgt aus (35.8) mit Z = Q, und die
anderen Mafleigenschaften sind trivial erfiillt. m

Satz 35.13. Sei pu* das von einem o-endlichen Pramaf$ i auf einem Ring R induzierte
dufSere Maf p* auf Q. Dann ist jedes Element aus (R)? messbar bzgl. p*.

Beweis. Aufgrund von Definition und Satz 35.12 reicht es, zu zeigen, dass jede Menge
A € R p*-messbar ist. Sei dazu Z € P(2) beliebig. Wir mussen zeigen:

(35.9) p(ZNA)+p(Z\A) < p(2).

Sei dazu e > 0, und sei B € R" mit Z C B und u(B) < p*(Z) + . Dann sind
B\ A, BN A € R" wegen Bemerkung 35.2(e) und (f), also

Bemerkung 35.2(h)

p(ZNA)+p(Z\A) <p(BNA)+p(B\ A) = u(B) < p(Z) +e.
Da e > 0 beliebig gewéhlt war, folgt (35.9). ]

Satz 35.14 (Hauptsatz). Sei R ein Mengenring auf Q und p: R — [0, 00] ein o-endliches
Pramaf$. Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung von p zu einem Mafl auf der o-
Algebra (R)?, welches wir wieder mit p bezeichnen. Dabei ist p die Finschrinkung des
von p* induzierten dufleren Majfles, d.h. es gilt

n(A) =inf{u(D) | D e R",AC D}

(35.10) _ inf{i LA

k=1

A, €R firkeN/AC UAk} fir A e (R)°.
A=1

Beweis. Zur Existenz: Sei M das System der p*-messbaren Teilmengen von 2. Gemaf3
Satz 35.13 ist dann (R)” C M, und geméB Definition und Satz 35.12 ist p*|(gy- ein MaB
auf (R)?, und dieses ist durch (35.10) gegeben.

Zur Eindeutigkeit: Sei 7 irgendein Maf auf (R)% mit 7|r = plg. Ist D € RT C (R)“,
so ist u(D) = 7(D) aufgrund der Stetigkeit von unten 7 und p. Sei nun A € (R)? beliebig.
Fir D € R" mit A C D ist dann 7(A4) < 7(D) = p(D), und somit folgt

7(A) <inf{u(D) | D € RT, A C D} = pu(A).
Wir betrachten nun zunéchst den Spezialfall

A C B fir ein B € R mit 7(B) = u(B) < oc.
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Wie oben folgt dann auch 7(B \ A) < u(B \ A), und somit
H(A) = u(B) — p(B\ A) < 7(B) — 7(B\ A) = (4).

Insgesamt folgt in diesem Fall also u(A) = 7(A).
Im allgemeinen Fall beachten wir nun, dass aufgrund der o-Endlichkeitkeit von u gilt:

By, 1§ mit geeigneten B, € R, m € N mit 7(B,,) = pu(By,) < 0.

Das Argument im Spezialfall zeigt dann u(A N B,,) = 7(A N B,,) fir alle m, und wegen
AN B, T A folgt

p(A) = lim (AN B,,) = lim 7(ANB,) =T7(A).

m—o0 m—0o0

Dies zeigt die Eindeutigkeit der MaBfortsetzung auf (R)7. O

Bemerkung 35.15. In der Situation von Satz 35.14 induziert das o-endliche Pramaf}
w: R — [0, 00] ein auBeres Mafl p1*: P(Q) — [0, oo] im Sinne von Definition und Satz 35.5,
und auch die eindeutige Fortsetzung auf (R)? induziert im Sinne von Definition und
Bemerkung 35.11 ein aufleres Mafl v*. Diese aufleren Mafle stimmen iiberein, denn fiir
A C Q gilt wegen RT C (R)? und der Monotonie von p*:

p*(A) =inf{u(D) | D e R", AC D} > inf{u(D) | D € (R)?, AC D}
=v'(A) =inf{p*(D) | D € (R)?, AC D} > p*(A).

Also gilt iiberall Gleichheit, und dies zeigt die Ubereinstimmung der dufleren Mafle.

Definition und Bemerkung 35.16. Sei \*: P(RY) — [0, oc| das in Bemerkung 35.6
definierte duflere Lebesguemaf$. Eine A\*-messbare Teilmenge (im Sinne von Definition
und Satz 35.12) bezeichnet man als Lebesgue-messbar. Das System M (RY) aller solchen
Mengen ist gemafl Definition und Satz 35.12 eine o-Algebra, welche die Borelalgebra
B(RY) enthélt. Es gilt
B(R"Y) C M(RY) CRY,
" ;é

aber die strikte Inklusion ist jeweils nicht offensichtlich. Den Unterschied zwischen B(RY)
und M(RY) werden wir im folgenden Kapitel anhand von sogenannten Nullmengen
untersuchen.

Man bezeichnet die Einschrinkung von \* auf sowohl auf B(R") als auch auf M(RY)
jeweils mit A und nennt A das (N-dimensionale) Lebesquemapf.
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36. Messbarkeit und Nullmengen

Sei stets (2, M, ) ein Maffraum, und sei p*: P(Q2) — [0, oo] das durch p induzierte duflere
MaB, d.h. es gilt p*(A) = inf{u(D) | D € M, A C D} fir A € P(Q2), vgl. Definition und
Bemerkung 35.11.

Definition 36.1. Eine Menge A € P(2) heifit p-Nullmenge, wenn p*(A) = 0 ist.
Satz 36.2. Ist A € P(Q)) eine u-Nullmenge, so gilt:

(a) A ist p*-messbar im Sinne von Definition und Satz 35.12.

(b) Jede Teilmenge B C A ist auch eine p-Nullmenge.

(¢) Es ezistiert D € M mit AC D und u(D) =0 (d.h. D € M ist p-Nullmenge).
Ferner gilt:

(d) Sind Ay, k € N p-Nullmengen, so ist auch A :=J;—, Ay eine p-Nullmenge.

Beweis. (b) und (d) folgen direkt aus der Monotonie und o-Subadditivitét des dufieren
MafBes p*.
Zu (a): Sei Z € P(Q) beliebig. Dann ist nach (b) auch p*(Z N A) = 0, also

p(2) 2 p (Z\A) = p(ZNA)+p (Z\ A).

Da ,<* aufgrund der Subadditivitat sowieso gilt, folgt Gleichheit und somit die p*-
Messbarkeit von A.

Zu (c): Wegen p*(A) = 0 existiert zu jedem k € N eine Menge D, € M mit A C Dy,
und p(Dy) < . Mit D := ;2 Dy, € M folgt dann A C D und pu(D) < p(Dy) < ¢ fir
alle k € N, also u(D) = 0. O

Bemerkung 36.3. Ist p o-endlich, so kann man zeigen, dass eine Teilmenge A C
genau dann p*-messbar ist, wenn sie sich als Vereinigung einer Menge aus M und einer
Nullmenge schreiben lisst. Dies trifft insbesondere im Fall (2, M, i) = (RY, B(RY), \)
zu, d.h. im Falle des N-dimensionale Lebesguemafes.

Auch ohne die Voraussetzung der o-Endlichkeit ist das System M, aller Teilmengen,
welche sich als Vereinigung einer Menge in M und einer Nullmenge schreiben lassen,
immer noch eine o-Algebra. Diese enthalt M und ist in der o-Algebra M* aller p*-
messbaren Teilmengen enthalten. Man nennt M, die Vervollstindigung von M und
bezeichnet die Mengen in M, als pu-messbare Teilmengen.
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Wie oben erwéhnt, gilt im Falle des N-dimensionale Lebesguemafies M, = M* =
M(RY) (vgl. Definition und Bemerkung 35.16), und die Begriffe

A-messbar, A*-messbar, Lebesgue-messbar,

stehen alle gleichbedeutend fiir eine Menge in der o-Algebra M(RY).

Bemerkung 36.4. Im Spezialfall des LebesguemaBes ) ist eine Menge A C RV genau
dann eine A-Nullmenge , wenn gilt:
Fiir alle ¢ > 0 existieren Quader I, € Qn, k € Nmit A C [J27, I und > ;7 vol(I}) <
€.
Dies folgt direkt aus der Charakterisierung von A* in Bemerkung 35.6. Wir konzentrieren
uns im Folgenden auf diesen Spezialfall.

Satz 36.5. Sei A C RY. Dann sind dquivalent:
(i) A ist Lebesgue-messbar
(ii) Fiir alle e > 0 existiert D C RY offen mit A C D und \*(D \ A) < e.
(iii) Es existiert H € B(RY) mit A C H und \*(H \ A) = 0.
Beweis. (i) = (iii)*: Nach Voraussetzung existieren offene Mengen D; C RY mit
1
A C Dpund M*(Dy \ 4) < % far k € N. Somit ist H := (,—, Dy eine Borelmenge mit
ACHund X*(H\ A) < X (D \ A) < 1/k fir alle k € N, also \*(H \ A) = 0.

,(1il) = (1)“: Esist A = H\(H\ A), wobei H nach Bemerkungen und Beispiele 35.8(a)
und H \ A als Nullmenge nach Satz 36.2(a) Lebesgue-messbar ist. Es folgt die Lebesgue-
Messbarkeit von A.

»(1) = (ii)“: 1. Spezialfall: \(A) < oco. Sei € > 0 beliebig, und seien [, € Qu
mit A C [y~ Iy und > ;- vol(I) < A(A) + g. Wihle geméfl Bemerkung 34.10 offene

_°_ Setze ferner D = Ure; Ok.

Teilmengen O}, C RN mit I, € Op und A\(Oy) < vol(]k)—i—2k+1.

Dann ist D C R offen, A C D und

- - € e €
A(D) < ; MOy < ;(ml(m + W) SAA) +5 45 =AA) += < .
Aufgrund der Additivitat folgt nun A\(D \ A) < €. 2. Allgemeiner Fall: Aufgrund der
o-Endlichkeitkeit von A\ kénnen wir A = |J;—, Ay mit Lebesgue-messbaren Mengen Ay,

mit A\(Ag) < oo schreiben. Der Spezialfall liefert dann offene Mengen D; C RN mit
Ay € Dy und M(Dy \ Ag) < 5. Mit D := oy Di. ist dann

3

ACD und D\A:G(Dk\A)Q (Dr \ Ar),
k=1

k=1

also A(D\ A) <32 MDD\ Ap) <D ity 2 = €. O
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Nachbemerkung: Der Beweis zeigt, dass H in Satz 36.5(iii) als abzdhlbarer Schnitt
offener Mengen gewdhlt werden kann. Eine solche Menge H bezeichnet man als Gs-Menge.
Man sieht z.B. leicht, dass jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge des RN eine
Gs-Menge ist. Allerdings ist nicht jede Borelmenge eine Gs-Menge. Z.B. ist Q C R keine
Gs—Menge (Beweis mit dem Satz von Baire aus der Funktionalanalysis).

Im Folgenden wollen wir Beispiele fiir \-Nullmengen untersuchen.

Beispiele 36.6. (a) Fiir alle z € R ist {z} C R" eine A-Nullmenge, denn
{z} C(x;—e,m] x ... x (xy —g,zn] =1 I. € Qn fir alle e > 0
und vol(I.) = eV — 0 fiir ¢ — 0.
(b) Jede abzihlbare Teilmenge von R¥ ist Nullmenge nach (a) und Satz 36.2(c).

(c) RN¥=1 x {0} C RY ist A\-Nullmenge, denn:
RY™ 5 {0} = [ I x {0} mit Iy, := (—k, k] x ... x (—k, k] € Qn_1.
k=1

Hierbei ist I x {0} C R¥ fiir alle k eine A-Nullmenge, da
I x {0} C I x (—¢,0] fur alle e > 0
und
A x (—¢,0]) = vol(Iy x (—&,0]) - 0 fire —0
gilt.
Satz 36.7. Sei A C RY. Dann sind dquivalent:
(a) A ist \-Nullmenge

(b) Fiirallee > 0 existieren Wiirfel I, € Qn, k € Nmit A C J;2, I und Y _p vol(I) <
E.

(c) Fiir alle ¢ > 0 existieren Mengen A, C RN, k € N mit A C Ure, Ax und
S oo [diam AN < e.

Hierbei bezeichnet man einen Quader I € Qn als Wiirfel, wenn alle Kantenldngen von I
tbereinstimmen.

Beweis. ,,(b) = (c)“: Dies folgt, da vol(I) = N~ [diam I]V fiir jeden Wiirfel I € Qy
gilt.

»(c) = (a): Sei € > 0 beliebig, und seien Ay, k € N Mengen mit A C (J;~; Ay und
S ope [diam AN < areov- Wahle xk € A, beliebig, setze o = (1 + ) diam A;, und
definiere Wiirfel Iy, := (2§ — aup, 2% + a] x -+ X (2% — au, 2 + ayl.
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Dann gilt Ay C I}, und vol(1;,) = (2a)". Es folgt

AgGIk und Zvol (Ir) —QNZak = 2+2€N§:d1amz4k
k=1 k=1

Also ist A eine Nullmenge.
»(a) = (b)“: Sei € > 0 beliebig. Da A eine Nullmenge ist, existieren Quader I, k € N
mit

AC le und ZVOl Iy) <—.

Man sieht elementar, dass zu jedem k endlich Vlele Wiirfel Wiy, ..., Wi, existieren mit

Tk Tk
I, C U Wi und ZVOl(ij) < 2N vol(I,).

j=1 j=1
Somit folgt A C Uy~ U™ Wi und > _pe Yo vol(Wy,) < 28 377 vol(Iy) < e. O
Korollar 36.8. Ist A CRY ecine A\-Nullmenge und f: A — RY Lipschitz-stetig, so ist
auch f(A) CRYN eine A\-Nullmenge.
Beweis. Sei K eine Lipschitzkonstante von f und ¢ > 0. Nach Satz 36.7 existieren
dann Mengen 4, € RV, k € Nmit A C |J;2; Ay und > [diam A,]Y < 5. Fir
By := f(AN A) gilt dann

A) C U By, und Z[diam BN <K Z [diam AN
k=1 k=1 k=1
Gemaf Satz 36.7 ist f(A) also eine A-Nullmenge. O

Bemerkung 36.9. Ist f: RY — RY affin linear, d.h. f(z) = Tx + c mit T € L(RY),
c € RY, so ist f insbesondere Lipschitz stetig und bildet damit nach Korollar 36.8
A-Nullmengen auf A-Nullmengen ab. Folglich ist jeder affine Unterraum V' der Dimension
< N eine »-Nullmenge, da V C f(RY¥~1 x {0}) fiir eine geeignet gewihlte affin lineare
Abbildung f ist.

Korollar 36.10. Ist D C RY offen, f € CY(D,RY) und A C D eine Nullmenge, so ist
auch f(A) CRY eine \-Nullmenge.

Beweis. Sei Q die Menge aller abgeschlossenen Quader K := [ay,bi] X ... X [ay, by] mit
a;,b; e Qfiri=1,...,N und K C D. Dann ist () abzdhlbar, und wie im Beweis von
Satz 35.3 sieht man die Mengengleichheit

D=|JK

KeQ

Ist K € Q, so ist f|x Lipschitz-stetig mit Schranke Ly := max,ex||df(z)]].

Sei nun A C D eine A-Nullmenge. Dann ist auch AN K eine A-Nullmenge und somit
f(ANK) ebenfalls nach Korollar 36.8. Mit Satz 36.2(c) folgt, dass f(A4) = Ugcg [(ANK)
eine A-Nullmenge ist. [
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Bemerkung 36.11. (a) Ist D C R* offen, N > k und f € CY(D,RYF), so ist
Graph f C lRN eine A\-Nullmenge. Dies folgt aus Korollar 36.10, da namlich
Graph f = f(A) gilt, mit A := D x {Ogny—+} und f € CY(D x RN=* RY) defi-

niert durch f(z,y) = (z, f(z)). Tatsdchlich kann man zeigen, dass Graph f bereits
dann eine A-Nullmenge ist, wenn f nur stetig ist.

(b) Mit Korollar 36.10 kann man auch zeigen, dass jede k-dimensionale Untermannig-
faltigkeit des RY, k < N eine A\-Nullmenge ist.

Definition 36.12. Sei B C R" und sei A eine Aussage iiber Punkte aus B. Wir sagen
LA gilt fast dberall (kurz: f.4.) auf B, wenn es eine Nullmenge N C B gibt derart, dass
A fiur alle z € B\ N gilt. Ist B aus dem gegebenen Zusammenhang bekannt, so sagen
wir kurz: A gilt fi.“
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37. Messbare Funktionen und
Stufenfunktionen

Sei stets (2, M) ein Messraum.

Satz und Definition 37.1. Ist Q' eine beliebige Menge und f: Q0 — Q' eine Abbildung,
S0 st

fM={AeP)]|f(A) e M} CP(Q)
eine o-Algebra. Man nennt f,M das direkte Bild von M unter f.

Beweis. Das Nachrechnen der o-Algebren-Axiome ist eine leichte Ubung. O
Definition 37.2. Sei (€2, M’) ein weiterer Messraum. Eine Abbildung
f:Q—=qQ, bzw. genauer: f: (Q, M) — (@, M)
heifit messbar, wenn M’ C f, M gilt, d.h. wenn f~(A) € M fiir alle A € M’
Bemerkung und Beispiel 37.3. Sei (2, M’) ein weiterer Messraum, und sei f: 0 — Q.
(a) Ist M’ ={@, ¥}, so f messbar (dies gilt fiir jede Abbildung).

(b) Ist M’ = P(Y) und ist f messbar, so ist f auch messbar bzgl. jeder anderen
o-Algebra auf 2.

(c) Sei A C M’ eine Teilmenge mit M' = (A)? (d.h. M’ wird von A erzeugt). Gilt
fYA) € M fiir alle A € A, so ist f bereits messbar, denn dann gilt A C f,M
und somit auch M’ C f, M.

(d) Seien speziell €, ' metrische Rdume, betrachtet als Messrdume mit den zugehérigen
Borelalgebren B(€2) und B('). Ist f stetig, so ist f messbar nach (c), denn B(€')
wird nach Definition von den offenen Mengen erzeugt, und fiir jede offene Menge

A € B() ist dann f~1(A) C Q offen und somit f~'(A) € B(Q).
(e) Ist speziell Q' =R, M’ =P(R), B € M fest gewahlt und

1, x € B,

f=1pg, x|—>f(x):{0 v é B

so ist f messbar (Leichte Ubung!).
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(f) Ist (", M") ein dritter Messraum und g: Q" — " eine weitere Abbildung, so gilt:
f,g messbar =  f o g messbar.

Definition und Bemerkung 37.4. (a) Auf der Menge R = R U {400} betrachten
wir im Folgenden die o-Algebra B(R), welche von den offenen Mengen in R und den
Mengen {oo}, {—oc} als o-Algebra erzeugt wird. Dann wird B(R) auch erzeugt von
den Mengen (a, 0|, a € Q, denn durch Bildung von Differenzen erhilt man dann
alle halboffenen Intervalle (a, b|, a,b € Q und somit durch abzdhlbare Vereinigung
alle offenen Teilmengen von R (vgl. den Beweis von Satz 35.3). Schliellich erhalt
man auch {oo} = (0,00] \ (0,00) und {—occ} =R\ [RU {oo}].

(b) Fiir einer Abbildung f:  — R definieren wir
{f>c} ={ze€Q]|f(z)>c} CQ

und analog fiir ,,>, =, <, <“ Insbesondere ist dann {f = ¢} = f(c). Gemif (a)
ist f genau dann messbar, wenn folgende dquivalente Bedingungen gelten:

e {f>cleMfiralleceR
e {f<c}eMtfiralleceR
e {f<c}eMtiralleceR
e {f>cteMfiraleceR

Anstelle von 'c € R’ kann man hier jeweils auch 'c¢ € Q" schreiben.

(c) Eine Abbildung f: (2,M) — (R,B(R)) ist genau dann messbar, wenn sie als

Abbildung f: (2, M) — (R, B(R)) messbar ist.

Satz 37.5. (a) f: (Q, M) — (RN, B(RY)) ist genau dann messbar, wenn die Kompo-
nenten f1,..., fnv: Q — R messbar sind.

(b) Die messbaren Funktionen f: (2, M) — (RN, B(RY)) bilden einen R-Vektorraum.
(c) Ist f: Q2 — R messbar, so auch die Funktionen f*. |f|: X — R.
(d) Sind f,g: Q — R messbar, so auch fg: Q — R.

Beweis. Vorbemerkung: Ist f: Q — RY messbar und h: RY — R™ stetig, so ist auch
h o f messbar geméfl Bemerkung und Beispiel 37.3.

(a): Die Projektionen 7;: RN — R, 7;(x) = z; sind stetig. Ist also f: Q@ — RN
messbar, so auch f; ;=m0 f: Q@ = R fir j =1,..., N. Sei umgekehrt f; messbar fiir
j=1,...,N,und sei I := (a,b] € Qx mit a,b € RY. Dann ist

SN = ﬁf{l((%bﬂ) eM

nach Voraussetzung. Da B(RY) von dem Quadersystem Qy erzeugt wird, folgt die
Messbarkeit von f geméafl Bemerkung und Beispiel 37.3.
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(b): Seien \, u € R, und sei h: RY x RY — RY definiert durch h(z,y) = A\x+puy. Dann
ist h stetig. Sind also f,g: M — RY messbar, so auch \f + ug = ho (f,g9): RY — R
geméB (a) und der Vorbemerkung.

(c): Dies folgt mit der Vorbemerkung, da die Funktionen min{-, 0}, max{-,0},|-|: R —
R stetig sind.

(d): Dies folgt wie (b), da h: R x R — R, h(z,y) = zy stetig ist. ]

Satz 37.6. Seien fi: Q — R, k € N messbare Funktionen. Dann gilt:

(a) Die auf Q) punktweise definierten Funktionen f := infy fi und F := sup, fi sind
messbar. Daraus folgt dann direkt auch die Messbarkeit von min f; und max fi bei
endlich vielen Funktionen.

(b) Die auf Q punktweise definierten Funktionen g := liminfy_, ., fx und G := limsup,_, . f«
sind messbar.

eM
—
Beweis. Beweis (a): Fir allece Rist {f > ¢} =y ft =2 cp € Mund {F < ¢} =

Mkendfr < ¢} € M.
(b): Nach (a) ist g := infy>y fr messbar fur alle £ € N und damit auch g = supjey 9.

Ahnlich folgt die Messbarkeit von G. O

Korollar 37.7. Seien fi: Q — R, k € N messbar und derart, dass der punktweise
Grenzwert mit f = limy_, fr: M — R ezistieren mége. Dann ist auch f messbar.

Definition und Bemerkung 37.8. Eine messbare Funktion ¢: 0 — R heifit Stufenfunk-
tion, wenn sie nur endlich viele Werte annimmt. In diesem Fall ist ¢ = Zye o) Y L=y}
Die Menge solcher Funktionen bildet (offensichtlich) einen R-Vektorraum, und mit
v, ¥: Q — R sind auch die Funktionen min{, )} und max{p, ¥} Stufenfunktionen.

Satz 37.9. Sei f: Q — R messbar. Dann existiert eine Folge (), von Stufenfunktionen
mit

lok(z)| < |f(z)]  fir alle k und lim ¢ (x) = f(x) fir alle z € Q.

k—o0

Ist zudem f nichtnegativ, so kann man zusdtzlich annehmen, dass
0 < i(z) < pra(r) < f(o) firaler€Q, keN
qgilt.
Beweis. 1. Spezialfall: f nichtnegativ. Definiere dann ¢ : 2 — R fiir £ € N durch

(2) (m—1)27%  falls (m —1)27% < f(x) < m27" fiir ein m € N, m < k2" gilt;
T) =
ok k, falls f(z) > k gilt.

Die so definierte Folge von Stufenfunktionen hat die gewiinschten Eigenschaften.
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2. Allg. Fall: Sei f eine beliebige messbare Funktion 2 — R. Dann sind auch
T, f7: Q — [0, 00] messbar nach Satz 37.5. Wir wéhlen (¢}) bzw. (¢3), zu fT bzw. f~
wie im Spezialfall und setzen ¢y, := o} — 2. Dann gilt limy,_,o px(z) = fT(2) — f(2) =
f(z) fir alle x € Q und |pi| < |@p| + ¢ < [T+ f~ =|f] far alle k € N. O

Ausblick 37.10. Sei o ein Mafl auf dem Messraum (€2, M). Wir haben nun alle Hilfsmittel
beisammen, um fiir eine grofe Klasse meBbarer Funktionen f: Q — R das Integral | r
bzgl. pu zu definieren (andere Bezeichnungen: [, fdu, [, f(z)du(z) oder [, f(x)u(dz)).
Dazu geht man wie folgt vor:

(a) Fir eine nichtnegative Stufenfunktion ¢: € — [0, 00) sei

/ R u{w—y}) e [0,00].

yEP(X)

(b) Fir eine nichtnegative messbare Funktion f: € — [0, oo] sei

/f = sup{/gp ‘ ¢ Stufenfunktion, 0 < ¢ < f}
Zu zeigen ist die Konsistenz mit (a) in dem Fall, wo f selbst eine Stufenfunktion
ist.

(¢) Eine beliebige messbare Funktion f: Q — R nennt man integrierbar, wenn [|f| < oo
ist. In diesem Fall ist zu zeigen, dass inf f*, [ f~ < oo gelten. Dann definiert man

i=fr-]r

Man zeigt, dass die Menge der integrierbaren Funktionen 2 — R ein R-Vektorraum
und das Integral [ eine Linearform auf diesem Raum ist.

All dies ist Inhalt der Vorlesung . Integrationstheorie“. Ferner lernt man dort, wie sich
Integrale und damit auch Mafle von Mengen konkret berechnen lassen.

Nachtrag 37.11. In der Integrationstheorie wird es oft erforderlich sein, mit Funktionen
umzugehen, die nicht auf ganz () definiert sind. Dazu ist folgender Sachverhalt niitzlich:

Sei (2, M, 1) ein Mafiraum, und sei Q' € M. Sei ferner M’ das System der Mengen
Y € M mit Y C . Dann gilt:

(a) M’ ist eine o-Algebra auf '
(b) Die Einschrankung o, von p auf M’ definiert ein Mafi auf dem Messraum (', M").

(¢) Fiir eine Funktion u: ' — R sind dquivalent:

(i) w ist messbar (integrierbar) bzgl. pug .

(ii) Die triviale Fortsetzung @ von w auf Q ist y-messbar (p-integrierbar) .
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